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Prefazione

Questo libro origina dalla mia esperienza didattica per un corso per il dot-
torato di ricerca a Salerno nel 1993, poi sul corso di Metodi Geometrici della
Fisica negli anni accademici 2009-2010 e 2011-2012, e poi sul corso di Teoria
Classica dei Campi, a partire dall’anno accademico 2022-2023, per la Lau-
rea Magistrale in Fisica presso il Dipartimento di Fisica “Ettore Pancini”
dell’Universita Federico II di Napoli.

Per delineare il piano del testo ¢ opportuna una premessa: dopo il pri-
mo anno del corso di laurea magistrale in Fisica, gli studenti italiani con un
curriculum teorico hanno ormai seguito corsi eccellenti di Elettrodinamica
Classica e Relativita Generale e Gravitazione. Dunque, un corso di Teoria
Classica dei Campi per il secondo anno tende invece naturalmente, a mio
avviso, a offrire una formazione di base sui linguaggi matematici avanzati
delle moderne teorie fisiche. Il lettore ¢ quindi supposto conoscere fisica e
matematica al livello di uno studente che ha completato gli esami del primo
anno della laurea magistrale in fisica. Gli studenti del corso di laurea magis-
trale in matematica potrebbero invece trovare sin troppo elementari i capitoli
2, 3 e 4, e dunque ometterne alcuni in una prima lettura, a seconda delle loro
preferenze per algebra, geometria o analisi. Come caso limite, gli studenti di
matematica molto avanzati potrebbero passare dal capitolo 1 al capitolo 25
e poi proseguire senza interruzioni sino al capitolo 34. Tuttavia, per meglio
comprendere il piano generale, consiglio al lettore generico di studiare in ogni
caso il testo senza tagli.

Il primo capitolo funge da raccordo con i corsi di elettrodinamica classi-
ca. Il secondo capitolo introduce alcuni concetti di algebra astratta che non
vengono insegnati in corsi obbligatori per gli studenti di fisica. Il terzo capi-
tolo e dedicato alle varieta topologiche e alle varieta differenziabili, mentre il
quarto capitolo studia le varieta regolari di R™, che possono essere applicate
per comprendere le varieta vincolari dei capitoli 25 e 26. I capitoli dal 5 al
7 svolgono il calcolo su varieta senza mai far uso di metriche. Il potere di
sintesi della notazione moderna a volte blocca gli studenti all’inizio di questi
studi, dunque ho cercato di svolgere in dettaglio vari calcoli ed esempi e con-

11



12 INDICE

troesempi. I capitoli da 8 a 12 sono dedicati ai gruppi topologici, i gruppi di
Lie e le algebre di Lie, e alle loro applicazioni fisiche.

La geometria riemanniana viene studiata nei capitoli da 13 a 17, mentre
la teoria dei fibrati principali e vettoriali viene introdotta nei capitoli da 18
a 20. Il capitolo 21 approfondisce il nastro di Mobius, mentre il capitolo 22
approfondisce la fibrazione di Hopf in modo pedagogico. Principi variazionali
e simmetrie sono studiati nei capitoli 23 e 24. Il capitolo 25 e dedicato alla
teoria dei sistemi hamiltoniani soggetti a vincoli, poiché in essi rientrano
anche tutte le teorie di gauge delle interazioni fondamentali. Infatti il capitolo
26 applica tale teoria all’elettrodinamica nello spaziotempo di Minkowski. Il
capitolo 27 studia invece ’elettrodinamica classica in spaziotempo curvo, e
confronta in modo pedagogico i linguaggi vettoriale, tensoriale e delle forme
differenziali, con applicazione ai potenziali di Hertz. La relativita generale
viene studiata nell’impegnativo capitolo 28: il principio di equivalenza, il
principio di covarianza generale, il funzionale d’azione. La teoria dei gruppi
di Lie a dimensione infinita viene introdotta nel capitolo 29, dimostrando
alfine il teorema di Freifeld: esistono diffeomorfismi arbitrariamente prossimi
all’identita che non giacciono su sottogruppi ad un parametro.

Le trasformazioni lineari frazionarie usate nel capitolo 11 per studiare il
gruppo di Lorentz vengono classificate in ellittiche, paraboliche, iperboliche
e lossodromiche nel capitolo 30. Il capitolo 31 studia e dimostra il teorema di
Hodge sullo spazio delle forme lisce su una varieta di Riemann. La tematica
collegata e lo studio dell’autodualita in geometria riemanniana e nelle teorie
di gauge delle interazioni fondamentali. Il capitolo 32 mostra che tutte le
teorie di gauge note ricadono nelle famiglie di tipo I, II e III, in base alla
forma delle parentesi di Lie dei campi vettoriali che lasciano invariato il
funzionale d’azione. Inoltre, esiste una forma di connessione nonlocale per
tutte le teorie di gauge. Questo capitolo, assieme al capitolo 34 che, alla fine,
studia in modo originale i limiti della teoria classica, prepara gli studenti che
poi, studiando la fisica quantistica, vorranno (spero) apprendere ’approccio
globale alla teoria quantistica dei campi in corsi successivi. Quando il corso
¢ passato da 32 a 24 lezioni con la riforma della laurea magistrale in Fisica a
Napoli, ho capito che si possono ad esempio omettere i capitoli 4, 21, 22, 27,
29, 31 come pure i primi tre paragrafi del capitolo 28, mentre il capitolo 30
si puo svolgere assieme al capitolo 11. Resta ancora abbastanza tempo per
svolgere i capitoli 32 e 34 nelle ultime due lezioni. Per una introduzione alle
equazioni alle derivate parziali della teoria classica dei campi, il lettore puo
far riferimento alla mia precedente monografia nella collana Springer Unitext
(Esposito 2017).

Ho un profondo debito di gratitudine con gli amici e colleghi Franco Zac-
caria, Fedele Lizzi, Giuseppe Marmo e Patrizia Vitale, che hanno insegnato
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Teoria Classica dei Campi per molti anni prima di me. Nei capitoli 18, 19,
20, 23, 24, 26, la mia fonte principale sono stati gli appunti di Patrizia per
I’anno accademico 2020-2021, che ho rielaborato a mia discrezione. Il collega
e caro amico Donato Bini ha realizzato la versione finale di 20 delle 22 figure.
Ringrazio 'INDAM per 'associazione che ho ottenuto nel corso degli anni,
e 'INFN per aver potuto far parte di ET e QGSKY. Sono poi molto grato
agli studenti che hanno stimolato il mio impegno a tenere queste lezioni e a
scrivere i capitoli del libro. Infatti il libro e dedicato a loro.

Giampiero Esposito
Febbraio 2026



14

INDICE



Dedica
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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Fisica moderna e linguaggi matematici

In questo capitolo introduttivo, che potra utilmente essere riletto alla fine
delle lezioni, si intende delineare il cammino concettuale nel quale si inserisce
questo corso di teoria classica dei campi.

Dopo l'opera di Galileo e Newton, la fisica scopre nuove prospettive nel di-
ciannovesimo secolo grazie, tra gli altri, a James Clerk Maxwell (1831-1879).
Maxwell perviene ad una visione unificata dei fenomeni elettrici e magneti-
ci. Einstein nasce proprio nel 1879, e suo sara, tra l’altro, il merito di aver
compreso che le interazioni radiazione materia non possono essere studiate
usando solo la teoria di Maxwell. Einstein va anche al di la del tempo as-
soluto newtoniano, e comprende che spazio e tempo vanno unificati in un
continuo quadridimensionale, la varieta spaziotempo. Einstein vede la fisica
di inizio "900 nella sua interezza, e arriva a concepire 1'unificazione spaziotem-
porale, postula I’eguaglianza di concetti distinti quali massa inerziale e massa
gravitazionale, e comprende che le leggi della fisica devono essere descritte in
linguaggio tensoriale, e dunque devono essere tutte invarianti per diffeomor-
fismi. Inoltre, col suo punto di vista euristico circa i fenomeni di creazione e
conversione della luce, prepara il terreno per comprendere il ruolo di una nuo-
va costante della natura, la costante h di Planck. Sul versante sperimentale,
Millikan misura in modo brillante e accurato h, ma per alcuni anni si rifiuta
di accettare che dunque non ci puo essere una teoria puramente classica delle
interazioni tra radiazione e materia.

Gli sviluppi moderni, dopo i tentativi di Einstein e Weyl di unificare gra-
vitazione e elettromagnetismo, hanno condotto, laddove gli effetti gravitazio-
nali sono trascurabili, a teorie unificate delle interazioni elettromagnetiche e
deboli (teorie elettrodeboli), e alla unificazione di queste ultime con le inte-

17
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razioni forti. L’unificazione si realizza a livello teorico utilizzando la teoria
dei gruppi e, piu in generale, i concetti e le tecniche di alcuni dei principali
rami della matematica: algebra, analisi, geometria e topologia. E il caso
di fare una precisazione importante: non esistono compartimenti stagni che
separano i vari rami della fisica e della matematica, occorre invece sviluppare
una visione globale e interdisciplinare.

Se la visione della fisica moderna & geometrica, e se i fondamenti della
geometria sono da ricercarsi nell’algebra e nell’analisi globale, cosa possiamo
dire in particolare sulla geometria moderna e le sue diramazioni? Esistono,
invero, non meno di 14 tipi di ricerca geometrica (e invero ben di piu), ovvero:

G1: Geometria euclidea (Sernesi 2000).

G2: Geometria affine (Sernesi 2000).

G3: Geometria proiettiva (Nacinovich 1996, Sernesi 2000).

G4: Geometria analitica (Castelnuovo 1938, Nacinovich 1996).

G5: Geometria riemanniana (Riemann 1867, Gallot et al. 1987).
G6: Geometria differenziale globale (Nacinovich 2015, D’Andrea 2020).
GT: Geometria spettrale (Gilkey 1975, Gilkey 1995, Esposito 1998).
G8: Geometria complessa (Chern 1979).

G9: Geometria algebrica (Beltrametti et al. 2003, Miranda 2010).
G10: Geometria simplettica (Koszul e Zou 2019).

G11: Geometria noncommutativa (Connes 1994, Lizzi 2008).

G12: Geometria pseudoriemanniana (Hawking e Ellis 1973, Beem e Ehrlich
1981).

G13: Geometria spinoriale (Penrose e Rindler 1984).
G14: Geometria twistoriale (Penrose e Rindler 1986).

Rammenteremo alla fine della seconda lezione che la geometria euclidea &
derivata dalla geometria affine, che a sua volta ¢ derivata dalla geometria
proiettiva. Inoltre, tale geometria G3 e un tipo particolare di geometria G9.
Le forme di geometria da G10 a G14 sono nate addirittura in ambito fisico,
mentre le forme da G5 a G7 hanno fondamentali applicazioni in fisica ma
sono nate anzitutto in ambito matematico. La teoria classica dei campi ha
bisogno in particolare delle forme di geometria qui indicate come G5, G6,
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G12. Per noi la conoscenza indichera anzitutto lo sforzo di comprendere la
natura profonda dei concetti considerati. Porsi le domande giuste e trovare le
definizioni appropriate sono aspetti di fondamentale importanza. Ma, a dif-
ferenza del matematico puro, saremo poi interessati alle applicazioni fisiche
concrete di tali concetti per scoprire leggi descritte da equazioni con le asso-
ciate soluzioni. Uno dei meriti dei linguaggi moderni e I’aver mostrato che le
equazioni che regolano i fenomeni fisici sono ben comprese caratterizzando lo
spazio funzionale e ’ambiente geometrico nei quali esistono soluzioni. Questo
aspetto sara il punto di partenza per le prime ricerche degli studenti giunti
alla fine del corso.

Quadro riassuntivo

Maxwell (1831-1879): unifica fenomeni elettrici e magnetici nella teoria elet-
tromagnetica della luce (cf. Lorenz 1867).

Einstein (1879-1955): (i) va al di la di Maxwell nello studio delle interazioni
radiazione materia.

(ii) supera il tempo assoluto di Newton.

(iii) unifica spazio e tempo nella varieta spaziotempo.

Einstein apre la finestra sulla fisica quantistica sviluppando il suo punto
di vista euristico sui fenomeni di creazione e conversione della luce (Einstein
1905). Nella teoria dello spaziotempo, usa il linguaggio tensoriale creato da
Gregorio Ricci-Curbastro e Tullio Levi-Civita, arrivando a comprendere che
le leggi della fisica devono essere invarianti sotto diffeomorfismi. Nel capitolo
28 faremo una analisi dei principi fisici che guidarono Einstein: il principio
di equivalenza e il principio di covarianza generale.

Successivamente, Einstein e Weyl cercarono di unificare gravitazione e
elettromagnetismo (non potevano sapere che sono entrambe teorie di tipo I
(cf. capitolo 32)), mentre nella seconda meta del ventesimo secolo sono state
formulate prima la teoria elettrodebole e poi la teoria unificata delle intera-
zioni elettrodeboli e forti. Attualmente la fisica sta cercando tracce chiare
di una fisica che superi tale modello standard. Il linguaggio matematico
della fisica teorica e quello fornito dai rami dell’algebra, analisi, geometria e
topologia.
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1.2 Richiami sulla teoria di Maxwell

Dai corsi precedenti, il lettore e familiare con le equazioni di Maxwell sia in
forma differenziale che integrale per 1 vettori campo elettrico E induzione
magnetica B campo magnetico H e induzione elettrica D:

—g aé =g d —
E+—= E-d§=—— | B-id 1.2.1
VAE+ 5 0:>/C 5 dt/s nda, ( )

. 9D - _ . -

V/\H—a—:J:>/H-d§:£/D-ﬁda+/J-ﬁda, (1.2.2)

ot . dt S
V-B= 0:>fB fida = 0, (1.2.3)
V-D):p:>/5-ﬁda:/pdv:q. (1.2.4)

S v

Qui i campi non sono entita astratte, ma possono essere misurati studiando
il moto di particelle. Ad esempio, nel classico libro di Northrop (1963) il
lettore puo trovare la teoria utilizzata per misurare e interpretare i campi
magnetici esterni osservando il moto elicoidale delle particelle.

Tali equazioni vanno completate dalle relazioni costitutive, ovvero equazioni
funzionali che collegano tali campi:

D= D(E), H=H(B). (1.2.5)

Nel caso lineare, tali equazioni assumono la forma
D=¢E, H=—B. (1.2.6)

Se il caso lineare non viene rispettato, si possono definire i vettori non nulli

. 1 - -

P=D—¢E, M=—B—H. (1.2.7)

Inoltre, dette i la permeabilita magnetica e € quella elettrica, il potenziale
vettore A si puo ottenere da un vettore 7, il potenziale di Hertz, mediante
la relazione (cf. capitolo 27 e (Stratton 1952))

- on
A= pe—. 1.2.8
HE, (1.2.8)
Ogni soluzione dell’equazione vettoriale
S - 0’7
V/\V/\ﬂ—V(V-ﬂ>+usat2:0 (1.2.9)
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determina un campo elettromagnetico attraverso le relazioni

= or
B=puVA— 1.2.10
e VA= ( )
= . 0’7
EzV(V-w) — e (1.2.11)
che si ottengono a partire dalle ben note relazioni
. Lo 0A

1.3 Trasformazioni e matrici di Lorentz

Rammentando i primi concetti di relativita, consideriamo una forma possibile
delle trasformazioni di Lorentz, ovvero

:(:/:fy(x—vif)7 Y=y, 2=zt =7 (t_éq;> 7 (1.3.1)
c

ove =2, = \/117? In forma matriciale, possiamo allora scrivere che

ct’ v =0y 0 0 ct
2| =By v 00 x
=10 0 1ol (1.3.2)
2 0 0 01 z

La matrice 4 x 4 che ivi compare ¢ un caso particolare dell’insieme generale
delle matrici 4 x 4 con elementi A% tali che, dette 7y, le componenti della
metrica minkowskiana, si puo scrivere

3
AT A=n = > 1A% A =n,,. (1.3.3)
a,B=0

Per definizione, ogni A che soddisfa I'Eq. (1.3.3) & una matrice di Lorentz.
L’insieme di tutte le matrici di Lorentz viene denotato mediante O(3,1). Col
linguaggio del secondo capitolo, O(3,1) ¢ il gruppo di Lorentz.

Oltre alle trasformazioni di Lorentz 2’ = Az, la natura consente anche le
trasformazioni di Poincaré

¥ = Az +¢, (1.3.4)
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ove A € O(3,1) e £ & una matrice reale 4 x 1 con elementi £°, &1 €2 €3
La legge di composizione di due trasformazioni di Poincaré si ottiene dalla
(1.3.4) assieme a

¥ =N+ =NAx + N+ =Nax+ ¢, (1.3.5)
ove abbiamo posto
N =NA, =N+ (1.3.6)

A causa del termine £ # 0, le trasformazioni di Poincaré sono anche dette
trasformazioni di Lorentz inomogenee. Le equazioni (1.3.6) ci dicono che il
gruppo di Poincaré ¢ il prodotto semidiretto del gruppo di Lorentz e delle
traslazioni.

Dalla Eq. (1.3.3) che definisce le matrici di Lorentz, si ha

(detA)?detn = detn = detA = +1. (1.3.7)
Il sottoinsieme
{A € O(3,1): detA =+1} =L, =S0(3,1) (1.3.8)
e detto consistere delle matrici di Lorentz proprie, mentre il sottoinsieme
{A€e0O(3,1): detA =—-1} =1_ (1.3.9)

e detto consistere delle matrici di Lorentz improprie. Notiamo inoltre che
dalla (1.3.3) si ricava

3
(A% =1+ (A%)" = A% > 1, oppure A% < —1. (1.3.10)

i=1
Quest’ultima proprieta suggerisce di definire gli insiemi
0%(3,1) ={A€0(3,1): A} >1}, (1.3.11)
07 (3,1) ={A€0(3,1): A} < -1}, (1.3.12)

e quindi anche gli insiemi

SO*(3,1) = 07(3,1) N SO(3,1)
={A€0(3,1): AY>1, detA =1}, (1.3.13)

SO~ (3,1) = 07(3,1)NSO(3,1)
={Ae€0(3,1): Ay < -1, detA =1}. (1.3.14)
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Inoltre, I'insieme L_ delle matrici di Lorentz improprie consiste dell’'unione
disgiunta delle matrici improprie ortocrone:

LI ={A€0(3,1): deth =1, AG > 1}, (1.3.15)
e delle matrici improprie anticrone
L' ={A€0(3,1): detA = —1, A} < —1}. (1.3.16)

Gli insiemi O(3,1),S0(3,1),07(3,1),SO"(3,1) sono gruppi, mentre gli in-
siemi SO™(3,1), L', L* non sono gruppi.
Un esempio di matrice di Lorentz impropria ortocrona e

Ay = diag(1,—1,—1,-1) € L', (1.3.17)
mentre un esempio di matrice di Lorentz in SO~ (3, 1) assume la forma
Ay = diag(—1,-1,1,1) € SO~ (3,1). (1.3.18)

Il loro prodotto fornisce un esempio di matrice di Lorentz impropria anti-
crona:

Ay Ay = diag(—1,1,—1,—1) € L*. (1.3.19)
Calcolando i prodotti di matrici si trova inoltre che
Ay x SOT(3,1) =LT, (1.3.20)
Ay Ay x SOT(3,1) = L*, (1.3.21)
Ay x SO*(3,1) = SO~ (3,1). (1.3.22)

Sulla base di quanto a noi noto, solo SO*(3,1) corrisponde a osservatori
fisicamente realizzabili. E invece difficile immaginare due osservatori A e B
collegati dalla matrice As, poiché il tempo in A scorrerebbe nella direzione
opposta a quello in B. Inoltre, se la matrice A; collegasse A a B, un guanto
destro visto da A apparirebbe sinistro se visto da B, il che vuol dire che A,
opera come la riflessione in uno specchio.

Se poi ¥ = |¥] 7@ & una generica velocita, 5 e 7 sono quelli usati nella
Eq. (1.3.1), 8" = Bn' Vi = 1,2, 3, si dice boost lungo ¥ la matrice A data da
(Regge 1980)

v v6! v6? V6
B |78 1+ =1 A’y -1)  nlni(y—1)
D=1 ww(r=1) 140201 w2y —1)
v ity =1) ety —1) 140y - 1)

(1.3.23)



24 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE
o i :
In generale, le matrici B(¥) non formano un gruppo. Posto @ = i si

puo scrivere la matrice

at
Ap(t) = @ . ) (1.3.24)

che opera la spinta descritta dall’equazione

Ap (i) (”80> = me (g) . (1.3.25)

Il calcolo diretto fornisce talvolta
AB(ﬁl)AB(ﬁg) = AB(’}/lﬁQ —+ 72171), (1326)

ovvero il prodotto di due boost € un boost se e solo se € una matrice sim-
metrica, il che implica che Ag(i;) e Ap(dz) commutano, da cui segue che i
vettori u; e Uy sono paralleli. Ma in generale la (1.3.26) assume invece la

forma
ot 7t —t
y U v U i
—»1 _[ + 'lmiﬁl —»2 ] + Qﬁ‘fgﬁ2 = (%3 L3) Y (1327>
t M/ \*2 (2+D) 3 ba

ove si e posto

o ot
Ly=1+ 295 1.3.28
Sy 1329
e si ha (omettendo il pedice 3)
L'b = ~ii, Li = ~b. (1.3.29)

1.4 Invarianza per dualita delle equazioni di
Maxwell

Consideriamo ora le equazioni di Maxwell nel vuoto in assenza di cariche e

correnti:
3

0 10B!
EAy Lt 1.4.1
j%::le kO + c Ot ’ ( )
3 .
0 10F!
R L —— 1.4.2
Z ¢ kO c Ot ’ ( )
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Zai = Zai = (1.4.3)

Queste equazioni sono invarianti sotto dualita, ovvero una applicazione ¢ che
opera la trasformazione

—

p(E) =B, p(B) = —E. (1.4.4)

Se le cariche e le correnti non si annullano, la simmetria per dualita ¢
preservata se vengono aggiunte sia le cariche elettriche che quelle magnetiche.
Tuttavia, finora le cariche magnetiche non sono state osservate, il che rovina
la dualita. A un livello piu profondo, la dualita sembra essere violata quando
il campo magnetico ¢ derivato da un potenziale vettore mentre il campo
elettrico ¢ derivato da un potenziale scalare, come avviene in elettrostatica.
Il potenziale vettore, tuttavia, non ¢ un ingrediente opzionale, poiché (Witten
1997):

(i) Serve a scrivere l'equazione di Schrodinger per un elettrone in campo
magnetico.

(ii) Serve a derivare le equazioni di Maxwell da una lagrangiana.

(iii) Serve a costruire una teoria unificata di elettromagnetismo, interazioni
deboli e forti nello spaziotempo di Minkowski.

Nelle moderne teorie, cariche elettriche e magnetiche trovano entrambe
posto. Nel caso di accoppiamento debole, tali cariche si comportano in mo-
do completamente diverso. Per l'elettrodinamica, 1’accoppiamento debole
significa che la costante di struttura fine

_ @)

1.4.5
4rhe ( )

¢ piccola. In generale, per accoppiamento piccolo, le cariche elettriche ap-
paiono come quanti elementari. La carica elettrica (). di una qualsivoglia
particella ¢ un multiplo intero di ¢., ovvero Q. = nge.

D’altro lato, i monopoli magnetici originano, per accoppiamento debole,
come eccitazioni collettive di particelle elementari. Tali eccitazioni collettive
si presentano, nel limite di accoppiamento debole, come soluzioni estese di
equazioni differenziali non lineari. La carica magnetica g, di una qualsivoglia
particella ¢ (N essendo un intero)

2mhe
¢

Gm =N (1.4.6)
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La teoria quantistica rende dunque possibile scoprire nuove simmetrie fon-
damentali che la teoria classica non arriva a prevedere. Intanto noi andremo
a comprendere meglio le proprieta della teoria classica.

Per approfondimenti di elettrodinamica classica, suggeriamo il ricco e
formativo materiale in Maxwell (1881), Fermi (1925), Stratton (1952), Som-
merfeld (1964), Landau e Lifshitz (1975), Solimeno et al. (1986), Schwinger
(1998), Jackson (2001), Stroffolini (2001), Panofsky e Phillips (2005), Zang-
will (2012), Scheck (2018), Romano (2019), e gli articoli di Ercoli Finzi e
Morosi (1975a,b), Kupriyanov et al. (2023).



Capitolo 2

Concetti di algebra e geometria

2.1 Gruppi e monoidi

In una visione algebrica, la struttura fondamentale sono i monoidi, e quei
particolari monoidi in cui ogni elemento ammette un inverso sono detti grup-
pi. Noi posporremo questo passo iniziale, e diremo che un gruppo G ¢ un
insieme S tale che, per due qualsivoglia dei suoi elementi gq, go € S, una legge
di composizione interna e definita. Assumeremo che la legge di composizione
sia la moltiplicazione, denotata tramite un puntino inserito tra gli elementi
del gruppo che vengono moltiplicati tra loro. Per essa valgono le seguenti
proprieta:

91,92 € G=¢g1-92 € G. (2.1.1)

Il prodotto e associativo:
91+ (92 93) = (91- 92) - g5. (2.1.2)
I1 gruppo G contiene ’elemento identico (o neutro) e, ovvero
g-u=u-g=g,Vge G, = u=e. (2.1.3)

Ne segue che ’elemento identico ¢ unico. Infatti se ¢’ fosse un altro elemento
identico, si avrebbero entrambe le relazioni

da cui e = €. Se la legge di composizione interna fosse invece ’addizione,
I’elemento identico sarebbe allora indicato con lo zero, ovvero

g+ru=u+g=g9g,Vge G, = u=0. (2.1.4)

27
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Alfine, per ogni g € G, I'inverso esiste ed e unico. Infatti, se esistessero due
diversi inversi, v e I', di g, si avrebbe

e=~v-g=1I-g, (2.1.5)

da cui, moltiplicando alla destra per 7, troveremmo ~ = T'.

L’ordine di un gruppo ¢ il numero dei suoi elementi. Esso puo essere
finito, numerabilmente infinito, o innumerabilmente infinito. A stretto rigor
di termini, per gruppo G deve intendersi la coppia (S, 7), ove S & I'insieme di
cui sopra, detto sostegno del gruppo, e 7 ¢ la legge di composizione interna,
ovvero la moltiplicazione o ’addizione.

Nel caso dei monoidi menzionati poc’anzi, valgono solo le proprieta di
chiusura rispetto all’azione di 7, associativita ed esistenza dell’elemento neu-
tro e, ovvero (Chevalley 1956):

my T My € M, le,mg € M, (216)
(my T ma)T mg =my T(ma T m3), ¥ my, mg,ms € M, (2.1.7)
miTe=eTm=my, Vm; € M. (2.1.8)

Il monoide ¢ la coppia (M, 7). Si noti che la legge di composizione interna
non e necessariamente la moltiplicazione o ’addizione. Ad esempio, dato
I'insieme M delle applicazioni f da uno spazio X in se stesso, si ottiene
un monoide scegliendo 7 come la legge che definisce il concetto di funzione
composta, ovvero

flx) 7 g(x) = f(9(x)), Vf, g € M. (2.1.9)

Ad un livello piu profondo, si puo definire un gruppo a partire da un
insieme J e da una funzione ¢ avente, per dominio, I'insieme delle disposizioni
binarie, con eventuali ripetizioni, degli elementi di J e, per codominio, un
insieme contenuto in J; di modo tale che, se x ed y sono elementi di J, anche
o(z,y), la loro immagine tramite ¢, ¢ un elemento di J. Inoltre si suppone
che per J e ¢ valgano le seguenti proprieta (Scorza 1942):

Qualunque siano x,y, z € J, si ha

p(e(r,y),2) = vz, 0y, 2)), (2.1.10)

esiste in J un elemento u per il quale

p(r,u) =z, (2.1.11)
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qualunque sia x in J. Inoltre, comunque scelto un elemento x di J, si puo
determinare in J un elemento z’ tale che risulti

oz, 2") = u. (2.1.12)

Indicata allora con G la coppia di enti J e ¢, si dice che G ¢ il gruppo formato
dagli elementi di J rispetto all’'operazione ¢. Gli element: di G sono quelli di
J, e p ¢ detta 'operazione di moltiplicazione in G. Un gruppo si dice finito
(infinito) se tale e l'insieme dei suoi elementi. In particolare, un gruppo
a moltiplicazione commutativa si dice abeliano. L’elemento u viene detto
I’elemento identico o identita di G. Un gruppo che, all’infuori dell’identita,
non contenga altri elementi, viene detto gruppo identico. Un elemento di un
gruppo che coincida col suo inverso si dice bilatero. Dunque, per ciascun
gruppo, ’dentita ¢ un elemento bilatero.

Quadro riassuntivo. Monoidi e gruppi sorgono quando si considerano insie-
mi M muniti di una applicazione ® che e una legge di composizione interna.
Data la coppia (M, ®), siamo dunque interessati alle seguenti proprieta:

(i) ® & una legge di composizione interna:
O(my,me) e MV my,mee M = ®: M x M — M. (2.1.13)
(ii) @ ha la proprieta associativa:
O(P(my, ma), mg) = ®(my, (mg, m3)) ¥V mq, me, mg € M. (2.1.14)
(iii) Esiste I'elemento neutro e di M:
O(m,u) = ®(u,m) =m, Yme M = u=e. (2.1.15)
(iv) Ogni elemento di M ha un inverso ~:
®(m,y) = ®(y,m) =e¢, Vm e M = y=m" ' = ,,. (2.1.16)

Se valgono solo le proprieta (i) e (ii), la coppia (M, ®) & un semigruppo. Se,
in aggiunta, vale anche la proprieta (iii), (M, ®) ¢ un monoide. Inoltre, se
vale anche la proprieta (iv), (M, ®) & un gruppo.

Nel capitolo 8 tratteremo in dettaglio il concetto di realizzazione di un
gruppo astratto GG. Questa consiste nell’associare ad ogni a € G una appli-
cazione T'(a) in modo tale che, alla composizione di elementi del gruppo G,
corrisponda la composizione ¢ delle associate trasformazioni, ovvero:

T(®(a,b)) = p(T(a), T(b)). (2.1.17)
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2.2 Anelli, corpi e campi

D1. L’insieme A, dotato di due operazioni binarie 4 e - € un anello se valgono
le seguenti proprieta:

(A,+) € un gruppo abeliano con elemento neutro 0, ovvero:

P1. Proprieta associativa dell’addizione:

(a+b)+c=a+ (b+c), (2.2.1)

P2. Proprieta commutativa dell’addizione:

a+b=>b+a, (2.2.2)

P3. Esiste un elemento w € A, elemento neutro rispetto all’addizione, tale
che
wt+a=a+w=a. (2.2.3)

Tale w ¢ detto lo zero di A: w = 0.

P4. Esistenza dell’inverso rispetto all’addizione: Va € A, esiste un elemento
b € A tale che
a+b=b+a=0= b= —a. (2.2.4)

P5. (4,-) ¢ un semigruppo (cf. Eq. (2.1.14)):

(@a-b)-c=a-(b-c). (2.2.5)

P6. La moltiplicazione ¢ distributiva rispetto alla somma:
a-(b+c)=a-b+a-c, (2.2.6)

(a+b)-c=a-c+b-ec (2.2.7)

Tutte le relazioni di cui sopra devono valere Va, b, ¢ € A. Se la moltiplicazione
e commutativa, A e detto anello commutativo. Se ammette un elemento
neutro, generalmente indicato con 1, I’anello & unitario.

D2. Dicesi corpo un anello con unita i cui elementi non nulli hanno inverso
moltiplicativo, ovvero

YVa#0, Iy:ay=va=e¢ = vy=a"' =1, (2.2.8)
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D3. Un campo ¢ un anello commutativo con unita i cui elementi non nulli
hanno inverso moltiplicativo, ossia un corpo commutativo.

Esempi. I quaternioni (capitoli 8 e 22) formano un corpo non commutativo.
Invece, i numeri razionali Q, i numeri reali R e i numeri complessi C formano
i campi razionale, reale e complesso, rispettivamente.

Controesempio: Sia (G, +) un gruppo abeliano, e si ponga

xy =0Vr,y € G. (2.2.9)

In tal caso, (G,+,+) € un anello commutativo, ma non ¢ unitario se G non
¢ ridotto al solo 0. Se n ¢ un intero > 2, I'insieme M, (Q) (M,(R), M,(C))
delle matrici n x n su @ (rispettivamente su R, su C), con I'usuale somma,
e il prodotto righe per colonne, ¢ un anello unitario non commutativo.

2.3 Divisori dello zero

L’equazione (2.2.9) ci spinge a definire il concetto di divisori dello zero, e lo
faremo tramite esempi. Consideriamo dapprima le matrici 2 x 2

0 = ((1) 8) s = (8 (1)) . (2.3.1)

o= U] + YUy = (x 0) (2.3.2)

Le matrici della forma

0 y
sono dette numeri bireali (Spampinato 1949). Dunque
deta = 2y = 0 = x = 0 oppure y = 0. (2.3.3)
Siano ora xu; e yus con x # 0 e y # 0. In tal caso troviamo

TU Yus = Y Uts = 0 (2.3.4)

0 0
Ui1Ug = 00/

Esistono dunque due sistemi di numeri bireali che fungono da divisori dello
Zero:

poiché

zuy, v € R—{0}, yus, y € R —{0}. (2.3.5)
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Al fine di fornire un secondo esempio, consideriamo le matrici

w= ((1) (1)) e (8 (1)) , (2.3.6)

e la loro combinazione lineare

¥ =zu+ye = (g Z) . (2.3.7)
Pertanto
det7:x2:O:>x:O:>’y:y5:(8 ‘g),y#O, (2.3.8)
e notiamo che
yey'e = yy'e? =0, (2.3.9)

poiché

. (00
5_(0 O).

Ne concludiamo che nell’algebra dei numer: duali v = xu + e esiste un solo
sistema di divisori dello zero: ye, y € R — {0}.

2.4 Moduli

In matematica, un modulo ¢ una struttura algebrica che generalizza il concet-
to di spazio vettoriale richiedendo che gli scalari non costituiscano un campo
ma un anello. Un modulo su un anello A ¢ quindi un gruppo abeliano M
su cui ¢ definita un’operazione che associa ad ogni elemento di A e ad ogni
elemento di M un nuovo elemento di M. Nonostante la definizione molto
simile, i moduli possono avere proprieta radicalmente diverse da quelle degli
spazi vettoriali. A tal proposito, si noti che non tutti i moduli possiedono
una base, e quindi non e possibile definire una dimensione che li caratterizzi.
Un esempio ¢ l'insieme ) dei numeri razionali, visti come Z modulo, perché
non e possibile trovare un sottoinsieme di () che sia linearmente indipendente
e generi tutti i razionali.

D4. Sia A un anello. Un A-modulo sinistro M & un gruppo abeliano
(M, +) su cui ¢ definita un’operazione ®; : A x M — M tale che

Oy (a,v+w) =Pr(a,v) + Pr(a,w), Ya € A, Yv,w € M, (2.4.1)

O (a+0b,v) = P@r(a,v) + Pr(b,v), Ya,be A, Yv e M, (2.4.2)
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O (ab,v) = Op(a, Pr(b,v)), Ya,b € A, Yv € M. (2.4.3)

Analogamente, A-modulo destro € un M su cui e definita un’operazione ®p :
M x A — M su cui valgono analoghi assiomi, ma in cui a e b sono scritti a
destra degli elementi di M. Per i moduli destri, la controparte delle condizioni
(2.4.1)-(2.4.3) si scrive dunque come segue:

Or(v+w,a) = Pr(v,a) + Pr(w,a), Ya € A, Yo, w € M, (2.4.4)
Or(v,a+b) = Pr(v,a) + Pr(v,b), Va,b € A, Yv € M, (2.4.5)
Dp(v,ab) = Pr(Pr(v,a),b), Va,b e A, Yv € M. (2.4.6)

Mentre stando soltanto alle prime due proprieta le due strutture differiscono
solo per una diversa convenzione di scrittura (ovvero 'ordine dei fattori nel-
l'operazione), nella terza si mostra una differenza sostanziale fra loro, in
quanto ab # ba in generale. Se I'anello A € commutativo, allora i concetti di
modulo destro e sinistro coincidono, nel senso che sono una variante di scrit-
tura 'uno dell’altro, e pertanto sono isomorfi. Se M & contemporaneamente
un A-modulo destro e sinistro, e se le due moltiplicazioni sono compatibili,
ovvero se vale

Op(Pr(a,v),b) = Pr(a,Pr(v,b)), Va,b e A, Yv € M, (2.4.7)

allora M e detto bimodulo, o modulo bilatero. Ad esempio, I'anello Z degli
interi relativi € un modulo su se stesso sia a sinistra che a destra.

2.5 Proiettivita fra due iperspazi S,

Nei capitoli 11 e 30 faremo uso delle trasformazioni lineari frazionarie, che
discendono dall’applicazione di concetti di geometria proiettiva. Pertanto
definiamo alcuni concetti di base da qui in poi nel presente capitolo.

Siano dati due iperspazi S, e S. con r > 1, e siano (x1, T3, T3, ..., T4 1) le
coordinate omogenee del punto corrente in S,, e (24, 25, ..., 2., ;) le coordinate
omogenee del punto corrente in S/. Consideriamo la relazione lineare

r+1
$; :Zaij Zj, Vi = 1,...,T+1 (251)
j=1

che trasforma la (r + 1)-pla (1, ..., z,41) nella (r + 1)-pla (24, ..., 2, ). Me-
diante la (2.5.1) resta quindi fissata una corrispondenza fra i punti di S, ed
i punti di S;. Ad un punto (z;) di S, corrisponde un punto (%) di S}, le
cui coordinate sono date dalle formule (2.5.1). Questa corrispondenza si dice
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una proiettivita tra S, e S. (Spampinato 1950). In particolare, se S, e S
sono riferiti ad uno stesso sistema di coordinate, la proiettivita si dice una
proiettivita in .S,.

Data la proiettivita w di equazioni (2.5.1), e la proiettivita = di equazioni

r—+1
o= by, Vi=1..r+1 (2.5.2)
t=1

che porta un punto di S/ in un punto di un iperspazio S/, resta determinata
la proiettivita che porta un punto di S, in un punto di S/ avente le equazioni
che si ottengono dalle (2.5.2) sostituendo alle 2" i valori dati dalle (2.5.1),
ossia avente 1’equazione

r+1 r+1

xf = Z bjt Z Atg Tq, (2.5.3)
t=1 q=1

ovvero
r+1
"n_ .
v = E bit iy x4, (2.5.4)
q,t=1

che si puo scrivere pure nella forma
r+1 r+1
rf = Z (Z bit atq> T, (2.5.5)
q=1 t=1

Cio posto, indichiamo con (C,s) la matrice prodotto della matrice (b,)
per la matrice (a,s), ovvero poniamo

r+1

Cig =Y bi aug. (2.5.6)
t=1

In virtu delle (2.5.6), le (2.5.4) si possono scrivere nella forma

r+1
o= Cigwg j=1,.,7+ 1. (2.5.7)
q=1

La proiettivita di Eq. (2.5.3) (oppure (2.5.4), (2.5.5), (2.5.7)) si dice la
proiettivita prodotto delle proiettivita w e m, e si indica con 7w.
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2.6 Trasformazioni fra gli elementi di un in-
sieme

Consideriamo un insieme [ di elementi e supponiamo che sia data una legge
L la quale faccia corrispondere ad ogni elemento a di I un elemento o’ di I:

L:ael—La)=d e€l,Vael, (2.6.1)

e che esista la legge L™!, che si dice inversa di L, che faccia corrispondere
all’elemento a’ 1’elemento a:

Lt:del—-L'd)=acl. (2.6.2)

Si dice allora che L e una trasformazione fra gli elementi di 1.

2.7 Gruppi di trasformazioni

Consideriamo un insieme G di trasformazioni applicate tutte ad un insieme di
punti (o varieta, cf. capitolo 3). Se ogni trasformazione dell’insieme ¢ dotata
di inversa, la quale appartiene all’insieme stesso, e se inoltre il prodotto di
due trasformazioni di G' e ancora una trasformazione di questo insieme, si
dice che G costituisce un gruppo di trasformazions.

Ad esempio, se consideriamo nel piano reale euclideo una traslazione

¥=z+a, ¥y =y+b, (2.7.1)

I'insieme di tutte le traslazioni che si ottengono facendo variare a e b nel
corpo dei numeri reali costituisce un gruppo. Le proiettivita (2.5.1) pure
costituiscono un gruppo di trasformazioni.

2.8 Concetto generale di geometria

Una proprieta dicesi invariante rispetto ad un gruppo G di trasformazioni
quando essa non si altera per una qualunque trasformazione di G. Ad
esempio, sulla retta il birapporto di quattro punti P, P, P3, Py:
(P — P3)(Py — Py)

(P — Py) (P, — P3)’

ove (P, — P;) denota la lunghezza del segmento orientato da P, a P;, ¢
invariante rispetto al gruppo delle proiettivita della retta.

b(Pr, Py, P, Py) = (2.8.1)

Definizione. Costruire una geometria significa assegnare un insieme di ele-
menti ed un gruppo di trasformazioni operanti su questi elementi, e studiare
le proprieta dell’insieme invarianti per le trasformazioni del gruppo.
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2.9 Alcuni esempi di geometria

In un piano reale o complesso proiettivo, consideriamo tutte le proiettivita
non degeneri, ciascuna di equazioni

l'/ = anx -+ ay + &13t, (291)
Y = anx + axny + asst, (2.9.2)
t/ = a31Z + as2y + Cngt, (293)

con det(a;;) # 0 e con le a;; reali o complesse.

Fra le proiettivita del piano, consideriamo le affinita, ossia le proiettivita
nelle quali la retta impropria corrisponde a se stessa. Le equazioni di una
affinita si ottengono dunque dalle (2.9.1)-(2.9.3) ponendo a3 = asy = 0.

Poiché una affinita fa corrispondere punti propri a punti propri, possiamo
considerare un’affinita come una corrispondenza fra i punti di un piano reale
o complesso euclideo, e le sue equazioni si possono scrivere (dividendo le
(2.9.1)-(2.9.3) per ag3 e passando a coordinate non omogenee)

x=2y=Y (2.9.4)
/ t

Tl ey 08 vy (205)

t’ ass t ass t ass3

y'=2£ D2 DY B X 4y 4+ (2.9.6)
t ass t ass3 t ass

Le affinita formano anch’esse un gruppo, denotato con Ay, che & un sot-
togruppo delle proiettivita P. Infatti evidentemente 'inversa di una affinita
¢ una affinita. Se poi consideriamo due affinita, la prima di esse fa corrispon-
dere alla retta impropria se stessa ed anche la seconda fa corrispondere alla
retta impropria se stessa, sicché la retta impropria e preservata anche per il
prodotto delle due affinita, che quindi risulta una affinita.

Fra le affinita di un piano reale euclideo consideriamo le similitudini, ov-
vero quelle particolari affinita che mantengono costante il rapporto tra due
segmenti omologhi. Vogliamo dimostrare che anche le similitudini costitui-
scono un gruppo, S, sottogruppo di As e quindi anche di P. Infatti, che
I'inverso di una similitudine sia una similitudine, e evidente. Se poi s; e sy
sono due similitudini, siano A", B" gli omologhi di due punti A e B rispetto a
s1, ed A”, B"” gli omologhi di A’ e B’ rispetto a s,. La similitudine prodotto
s9s1 fa corrispondere ad A, B rispettivamente A”, B”. Si ha

AIB/ B A//B//
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con o0y, 09 costanti, e quindi, essendo

AIIB// A//B// A/B/

= 2.9.8
AB A'B" AB’ ( )
si trova
A//B//
qg — 201 = costante. (2.9.9)
Quindi il prodotto sis, delle due similitudini, mantenendo costante il rap-
porto A;;gﬁ tra due segmenti omologhi, ¢ una similitudine.

Si hanno dunque tre gruppi P, As, S, e in corrispondenza a questi tre
gruppi si hanno tre geometrie:

(a) Geometria proiettiva del piano proiettivo reale o complesso (Enriques
1895, Enriques 1898, Del Pezzo 1920, Severi 1926a, Castelnuovo 1938, Spamp-
inato 1946, Nacinovich 1996, Sernesi 2000), che studia le proprieta invarianti
rispetto alle proiettivita (2.5.1).

(b) Geometria affine del piano euclideo reale o complesso che studia le
proprieta invarianti rispetto alle affinita.

(c) Geometria euclidea del piano reale euclideo, che studia le proprieta
invarianti rispetto alle similitudini.

Per costruzione, tutte le proprieta della Geometria (a) sono pure proprieta
della (b) ma non viceversa, cosi pure le proprieta della (b) sono proprieta della
(¢), ma non viceversa. Ovvero, il numero delle proprieta va aumentando
quando si passa dalla Geometria proiettiva alla Geometria affine, e da questa
alla Geometria euclidea.

Si dice dunque che la geometria euclidea e derivata dalla geometria affine,
che a sua volta ¢ derivata dalla geometria proiettiva.

Per studi ulteriori di algebra astratta, consigliamo di cominciare dal trat-
tato di Curzio et al. (2014), mentre per una trattazione orientata verso la
fisica teorica consigliamo l'opera di Balachandran et al. (2010). La ricer-
ca moderna in fisica teorica sta anche applicando un altro concetto astrat-

to, quello di gruppoide, per il quale rimandiamo al lavoro in Ciaglia et al.
(2019a,b), Ciaglia et al. (2022).

2.10 Descrizione proiettiva di una retta

Siano (xg, x1) coordinate proiettive omogenee su una retta. Due casi possono
)
presentarsi:



38 CAPITOLO 2. CONCETTI DI ALGEBRA E GEOMETRIA

(i) Se x1 # 0, & definita la divisione per x1, e possiamo passare alle coordinate
proiettive non omogenee

(%%) - (%1) — (a,1). (2.10.1)

(ii) Se #; = 0, non ¢ definita la divisione per x;, e possiamo passare invece
alle coordinate proiettive non omogenee

<@, ﬁ) = (1,0). (2.10.2)

To To

I1 punto (1,0) e il punto all’infinito nel linguaggio della geometria proiettiva,
che appare dunque particolarmente adatta a trasportare al finito gli insidiosi
punti all’infinito della matematica. Questa proprieta e stata sfruttata ad
esempio in un calcolo originale di Bini e Esposito (2025).

Un ramo fondamentale della geometria che non abbiamo il tempo di
trattare, ma che i lettori dovrebbero conoscere, consiste della geometria al-
gebrica, per lo studio della quale consigliamo i trattati di Bertini (1907),
Severi (1908), Enriques e Chisini (1915), Severi (1926b), Severi (1927), Sev-
eri (1948), Enriques (1949), Spampinato (1950), Severi (1959), Andreotti
(1978), Manetti (1998), Beltrametti et al. (2003), Miranda (2010), Ciliberto
(2021), e l'articolo di taglio storico e pedagogico di Esposito (2026).

2.11 Algebre C* e loro importanza

Dagli anni novanta in poi la fisica teorica ha dedicato crescente attenzione
alle algebre C* a causa della loro rilevanza per sviluppare la geometria non-
commutativa (Connes 1994, Lizzi 2008). Un’algebra C* ¢ un’algebra A as-
sociativa sui numeri complessi C, che ha la struttura di algebra di Banach
con norma N e involuzione ® tali che valgano le seguenti proprieta (usiamo
lettere latine minuscole per gli elementi di A, e lettere greche minuscole per
i numeri complessi):
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O (ab) = ®(b)P(a), (2.11.6)
®(aa + Bb) = ad(a) + BP(b), (2.11.7)
N(®(a)) = N(a), (2.11.8)

N(®(a)a) = N*(a) = (N(a))?, (2.11.9)

A risulta completa rispetto alla norma. (2.11.10)

In virtu del teorema di Gelfand e Naimark (1943), esiste una corrispondenza
uno ad uno fra spazi topologici di Hausdorff da un lato, e algebre commu-
tative C* dall’altro. Ci si puo dunque concentrare sull’algebra delle funzioni
continue a valori complessi su uno spazio di Hausdorff, se si e interessati ad
algebre C* commutative. Questa proprieta fa parte dei risultati matematici
sui quali si fonda la geometria noncommutativa (Connes 1994, Lizzi 2008),
che non puo essere riassunta in questo capitolo elementare.
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Capitolo 3

Varieta topologiche e varieta
differenziabili

3.1 Spazi topologici

I concetti di insieme aperto e intorno di un punto trovano compiuta espres-
sione nella teoria degli spazi topologici, che sono di fondamentale importanza
in analisi e in geometria.

Dato un insieme astratto S e un suo sottoinsieme proprio A: A C S, la
frontiera topologica di A, denotata mediante F A, ¢ I'insieme dei punti che
non sono né interni né esterni ad A (vedasi il paragrafo 3.8). L’insieme A ¢
aperto (un campo in analisi) se

FAC (S— A). (3.1.1)

Negli spazi metrici M (vedasi paragrafo 3.2) esiste una nozione naturale
di intorno di un punto: dicesi intorno di x € M ogni insieme che contiene
propriamente una palla centrata in x. Ma se lo spazio non fosse metrico, cosa
potremmo dire? Originariamente si ragionava come segue (Miranda 1949).
Uno spazio topologico consiste della coppia (S, {Z(x)}), ove {Z(z)} denota
una famiglia di wntorni di x, Vo € S, che deve avere le seguenti proprieta:

(1) Ogni x € S ammette almeno un intorno, ed ¢ contenuto in ogni suo
intorno, ovvero:

VeeS, 3L(z),ex e J, VJe{Z(z)}. (3.1.2)
(2) Possono sempre trovarsi intorni Z(x), J(z), K(x) € {Z(x)} tali che
K(z) C Z(z) x J(x). (3.1.3)

41
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(3) Se y appartiene ad un intorno di z, esiste un intorno di y contenuto
propriamente in un intorno di x:

yeZ(x) = II(y) C Z(x). (3.1.4)

(4) Se = e y sono punti di S tra loro distinti, esistono sempre intorni di tali
punti che sono disgiunti. In simboli, si scrive che

rey€e S v#y— IFI(x),Z(y): I(:c)ﬂI(y):@. (3.1.5)

Quest’ultima condizione esprime il postulato di Hausdorff.
Nella letteratura moderna, uno spazio topologico e definito nel modo
seguente:

D1. Siano X un insieme qualsivoglia, e 7 una collezione di sottoinsiemi di
X. La coppia ordinata (X, 7) si dice spazio topologico se sono soddisfatte le
seguenti tre condizioni:

(i) Sia X che l'insieme vuoto ) appartengono a 7.

(ii) Una qualunque collezione {G, }, finita o infinita, di elementi di 7 possiede
la proprieta

UGa er, se G, € T Va. (3.1.6)

Ovvero 7 ¢ chiusa rispetto all'unione numerabile dei G,,.

(iii) Una qualunque collezione finita {G1, ..., G} soddisfa la condizione

() Ga € 7. (3.1.7)
a=1

Ovvero 7 e chiusa rispetto all'intersezione finita dei Gl,.

Se (X, 7) € uno spazio topologico, gli elementi di 7 si chiamano insiemi
aperti o, semplicemente, gli aperti di X. Un sottoinsieme U di X e chiuso
se il complemento di U in X, che viene indicato come X — U, ¢ un insieme
aperto. Poiché il complemento del complemento di U e U stesso, si dice anche
che un insieme e aperto quando il suo complemento e chiuso. La nozione di
spazio topologico permette, quindi, di introdurre gli insiemi aperti e quelli
chiusi, e gli intorni Z(x) di un qualsivoglia punto z di (X, 7) sono insiemi tali
che esiste un aperto W di X contenente x e contenuto propriamente in Z(z).

E importante osservare che, pur avendo definito uno spazio topologico
come coppia ordinata (X, 7) dove 7 & una topologia nell’insieme X, si parla
spesso dello spazio topologico X, ovvero omettendo la scrittura di 7. Due
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proprieta frequentemente incontrate dagli spazi topologici di interesse sono
la connessione e la compattezza.

D2. Uno spazio topologico X si dice sconnesso se esistono due sottoinsiemi
di X non vuoti e aperti A e B tali che

ANB=0, AUB=X. (3.1.8)

Uno spazio topologico X si dice connesso se non e sconnesso. Un esempio di
insieme connesso ¢ 'insieme R dei numeri reali; esempi di insiemi sconnessi
sono l'insieme @ dei numeri razionali e l'insieme [0, 1] U [2, 3].

Per introdurre la compattezza abbiamo bisogno di una definizione pre-
liminare: quella di ricoprimento aperto di un insieme K C X dove X € uno
spazio topologico.

D3a. Una collezione di insiemi { F,, } ¢ detta essere un ricoprimento di K C X
se I'unione di tutti gli F, eguaglia K:

K =|JF.. (3.1.9)

Se tutti gli insiemi F,, sono aperti, il ricoprimento e detto ricoprimento aperto.

D3b. Un insieme K C X e compatto se ogni ricoprimento aperto di K con-
tiene un sottoricoprimento finito. Ovvero, se {F,} ¢ una collezione di insiemi
aperti la cui unione contiene K, anche 'unione di un’opportuna famiglia fini-
ta di {F,} contiene K. In particolare, se lo stesso X ¢ compatto, X ¢ detto
essere uno spazio compatto. Invero, ¢ anche possibile definire la compat-
tezza di X richiedendo che ogni successione di punti di X ammetta almeno
un punto di accumulazione. Qui ci limitiamo ad anticipare che uno spazio
metrico (paragrafo 3.2) e sequenzialmente compatto se da ogni successione
{z,} in esso si puo estrarre una sottosuccessione convergente verso un punto
dello spazio metrico. Per il confronto delle varie definizioni di compattezza,
si rimanda ai corsi di analisi funzionale (e.g. Carbone e De Arcangelis 2022).

Per quanto riguarda le funzioni definite su uno spazio topologico ed a valo-
ri in un altro spazio topologico, nel seguito lavoreremo con funzioni continue
e con omeomorfismi, che quindi passiamo a definire.

D4. Se X e Y sono due spazi topologici, e se f & una applicazione di X in
Y, si dice che f & continua in oy € X se, per ogni intorno U di f(zg) in Y,
esiste un intorno V' di zp in X tale che f(V') C U. Si dimostra poi che, se f
¢ continua in ogni x € X, questo equivale ad affermare che f~1(A) & aperto
in X per ogni aperto A di Y (Ambrosio et al. 2023).
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D5. Dati due spazi topologici X ed Y, un’applicazione biunivoca f : X — Y
[tale dunque che punti distinti abbiano immagini distinte (f iniettiva), e per
la quale f(X) =Y (f surgettiva)] che sia continua assieme alla sua inversa,
si dice omeomorfismo di X su Y. Se esiste un omeomorfismo di X su Y, gli
spazi X ed Y si dicono omeomorfi.

3.2 Spazi metrici

Una classe di spazi topologici spesso incontrata in fisica consiste negli spazi
metrici.

D6. Uno spazio metrico € una coppia ordinata (X, d) ove X ¢ un insieme e
d una funzione distanza definita su X x X e avente le seguenti proprieta:

0 <d(z,y) < oo, (3.2.1)
dz,y) =0« z =y, (3.2.2)
d(z,y) = d(y,z), (3.2.3)
d(z,y) < d(z,z) +d(z,vy). (3.2.4)

La (3.2.4) e detta disequaglianza triangolare. Puo essere formativo osservare
che la proprieta di simmetria (3.2.3) puo esser fatta discendere dalle altre.
All'uopo, si fa uso della (3.2.2) e si scrive la (3.2.4) nella forma (Cafiero 1959)

d(z,2) < d(y,z) +d(y, 2),

ponendo ivi z = x una volta, z = y una seconda volta. Nel primo caso si trova
0 < 2d(y, z), ovvero d(z,y) > 0. Nel secondo caso si trova d(z,y) < d(y, z).
Si sfrutta alfine 'arbitrarieta in x e y per scambiarli tra loro, da cui anche
d(y,z) < d(x,y). Entrambe le maggiorazioni valgono V z,y € X, da cui la
desiderata simmetria (3.2.3) della funzione distanza. Questa tecnica viene
usata di sovente in matematica: due funzioni f e g sono eguali se si riesce a
dimostrare la validita di ambo le relazioni f < ge f > g.

Sex e X er >0, la palla aperta con centro x e raggio » > 0 e 'insieme

B(z,r)={ye X : d(z,y) <r}. (3.2.5)

Se 7 e la collezione di tutti gli insiemi £ C X che sono unioni arbitrarie di
palle aperte, 7 € una topologia in X. Quindi uno spazio metrico ¢ uno spazio
topologico la cui topologia ¢ generata dalla sua metrica, e scriviamo

T= {E eX: E= UB(Q)(QU,T)} . (3.2.6)
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Un esempio immediato di spazio metrico ¢ lo spazio euclideo R", dato da
tutte le n-ple ordinate di numeri reali (z',...,2") con z* € R, Vi =1,...,n.
L’usuale distanza euclidea tra i punti z = (z!,....2") e y = (y!,...,y"), data
da

d(z,y) = (Z(mi —yi)2> : (3.2.7)

=1

definisce infatti una metrica su R”.

3.3 Varieta topologiche

Una volta introdotti gli spazi topologici, e presentati gli spazi metrici come
un particolare tipo di spazio topologico, passiamo a definire il concetto di
varieta.

D7. Una warieta topologica ¢ uno spazio topologico M paracompatto (ovvero
vale l'assioma di separazione di Hausdorff e ogni suo ricoprimento aperto
ammette un raffinamento aperto (Nacinovich 2015) localmente finito!') con
la seguente proprieta che ne esprime la natura localmente euclidea: se x € M,
esiste un intorno U di x e un intero n > 0 tali che U & omeomorfo a R™. Con
i noti simboli, scriviamo che

Vee M, 3U €{Z(z)}, 3n >0: U omeomorfo a (aperto di) R". (3.3.1)

Il numero intero n che compare in questa definizione ¢ detto la dimensione
di M.

Poiché ogni punto di R” ha un sistema fondamentale di intorni aperti
che sono omeomorfi a R", dire che un punto z di M ammette un intorno
omeomorfo a R™ equivale a dire che esso ammette un intorno omeomorfo ad
un qualsiasi aperto di R™. Ogni sottoinsieme aperto di R"™ (ad esempio, le
palle aperte) ¢ una varieta topologica di dimensione n. Per numerosi esempi,
rimandiamo al paragrafo 1.3 di Nacinovich (2015).

3.4 Varieta differenziabili

Abbiamo appena visto che una varieta topologica e essenzialmente uno spazio
topologico che e localmente omeomorfo allo spazio euclideo R™ per un certo n.

1Se V,, sono gli elementi di un ricoprimento V' di uno spazio topologico (X, ) e U; sono
gli elementi di un ricoprimento U di (X,7), V ¢ un raffinamento di U se, Vi, esiste un
indice «; tale che V,, C U;. Una famiglia {4;} di sottoinsiemi di X & localmente finita
se, Vx € X, esiste un intorno U, di  in X tale che l'insieme degli indici ¢ per i quali
I'intersezione A; N U, ¢ non vuota ¢ finito.
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Per costruire le varieta differenziabili, che racchiudono come caso particolare
le curve e superfici della geometria differenziale classica, avremo bisogno di
considerare applicazioni pit lisce degli omeomorfismi. A tal fine premettiamo
dunque la definizione di applicazione di classe C", r essendo un intero > 0.

D8. Una applicazione ¢ da un insieme aperto O di R” in un insieme aperto
O’ di R” si dice di classe C" se le coordinate (2!, ..., 2"") del punto immagine
é(p) in O’ sono funzioni delle coordinate (z',...,z") di p in O tali che le loro
derivate fino a quella di ordine r esistono e sono continue. Se una applicazione
e di classe C" per ogni intero r comunque elevato, essa € detta infinitamente
differenziabile. Per applicazione di classe C° si intende una applicazione
continua.

Fatta questa premessa, introduciamo la definizione di varieta differenzia-
bile:

D9. Una varieta differenziabile M, n-dimensionale, di classe C", € uno spazio
topologico M con un atlante {(U,, ¢o)} di classe C”, ossia una collezione
di carte (U, ¢o) dove gli U, sono sottoinsiemi aperti di M e le ¢, sono
omeomorfismi dei corrispondenti U, in insiemi aperti di R” tali che:

(i) Gli U, ricoprono M, ovvero

M= U, (3.4.1)

(ii) Se U, Us # 0, l'applicazione
ba © QS[;I : ¢5(Ua M UB) - ¢a(Ua M Uﬂ) (342>

e una applicazione di classe C" di un sottoinsieme aperto di R" in un sot-
toinsieme aperto di R™ (Fig. 3.1).

Ciascun sottoinsieme U, di M e un intorno di coordinate locali con le
coordinate locali % (a = 1, ..., n) definite dall’applicazione ¢,. Ovvero, sep €
U, C M, le coordinate dip sono le coordinate di ¢o(p) in R™. La condizione
(ii) nella definizione D9 garantisce che, nella regione di intersezione di due
intorni di coordinate locali, le coordinate in un intorno sono funzioni di classe
C" delle coordinate nell’altro intorno, e viceversa.

Un atlante di classe C" si dice compatibile con un dato atlante di classe
C" se la loro unione ¢ un atlante di classe C" per M. La compatibilita di
atlanti € una relazione di equivalenza, la cui classe di equivalenza e detta
struttura differenziabile. Se A ¢ un atlante di classe C" su M, I'unione di
tutti gli atlanti C™ compatibili con A ¢ ancora un atlante C” compatibile con
A. Esso ¢ massimale nel senso che non ¢ propriamente contenuto in nessun
atlante di classe C" con esso compatibile.
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Figura 3.1: Corrispondenza tra i punti di una varieta differenziabile e i punti
dello spazio euclideo a n dimensioni.

Sulla varieta differenziabile M ¢ possibile definire una topologia assumen-
do che gli insiemi aperti di M siano costituiti da unioni di insiemi U, ap-
partenenti all’atlante completo. Tali U, dell’atlante completo si dicono in-
torni aperti di coordinate. Questa topologia rende ciascuna applicazione ¢,,
un omeomorfismo da U, in un sottoinsieme aperto di R", e ritroviamo in
tal modo la definizione D7 di varieta topologica. Nell’ambito delle varieta
differenziabili, possiamo assumere che le ¢, ® gzﬁ[;l siano di classe C*°, oppure
di classe C" con r finito, a seconda dei casi.

3.5 Carte per la 1-sfera
La 1-sfera, definita come
St={(z,y) € R?: °+y* =1}, (3.5.1)

¢ una varieta di classe C™, ed & una sottovarietd unidimensionale di R?. Un
insieme di carte per essa e il seguente:

U ={(z,y) € S': >0}, ¢1(z,y) =y, (3.5.2)
U, = {(x,y) e Stz < O}, bo(z,y) = v, (3.5.3)
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Us = {(:Jc,y) e St y> O}, o3(z,y) = x, (3.5.4)
U= {(z,y) € S': y<0}, ¢u(z,y) =z (3.5.5)

Osserviamo che, sebbene le funzioni ¢; siano state scritte come funzioni di
entrambe le coordinate z e y, in realta si sottintende che z e y soddisfano la
condizione % 4+ y? = 1, e dunque la 1-sfera ¢ uno spazio unidimensionale.
Allo scopo di dimostrare che le funzioni di transizione sono infinitamente
differenziabili, consideriamo come esempio l'intersezione di U; e Us:

UnUs={(z,y) € S': >0, y>0}. (3.5.6)

Dalla relazione z? 4+ y?> = 1 considerata per valori positivi di y si ottiene
y=+v1— 22 Quindi, in U; N Us si ha

y=v1—22 2 €]0,1, y €]0,1], (3.5.7)

da cui segue che

o3 (7) :(x, V1-— x2> = (z,y), (3.5.8)

e infine

$1© g3t (r) =y =V1—2a? (3.5.9)

che ¢ infinitamente differenziabile sull’intervallo z € ]0,1[|J vy € ]0, 1].

3.6 Carte per la 2-sfera

La 2-sfera S? ¢ definita come la varieta bidimensionale

k=1

S? = {(xl,a:g,:cg) € R*: Zgz(xkf = 1} : (3.6.1)

Per ricoprire S? occorrono sei intorni di coordinate, ovvero

Uy ={(z1,m9,23): 21 >0, 29 €] —1,1], z3 €] —1,1[}, (3.6.2)
Uy =A{(r1,29,23) : 1 <0, 29 €] —1,1], z3 €] —1,1[}, (3.6.3)
Us = {(z1,m9,23) 1 23>0, 2y €] —1,1], z3 €] —1,1[}, (3.6.4)
Uy =A{(r1,29,23) : 22 <0, 2y €] —1,1], z3 €] —1,1[}, (3.6.5)
Us = {(z1,9,23) 1 23>0, 2y €] —1,1], zo €] —1,1[}, (3.6.6)
Us = {(x1,29,23) : 23<0, 2y €] —1,1], x5 €] —1,1[}. (3.6.7)
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3.7 Proiezione stereografica per la n-sfera

La n-sfera S™ ¢ definita come un insieme immerso nello spazio euclideo (n +
1)-dimensionale mediante la condizione

St={zeR": z-2=1}, (3.7.1)
dove
n+1
vow=y (z) (3.7.2)
k=1

Dimostriamo ora che S™ & una varieta differenziabile e che quindi e una
sottovarieta di R"*! mediante le proiezioni stereografiche dai poli nord e sud
di S™.

Denotiamo con NV e 8 rispettivamente il polo nord ed il polo sud di S™,
ossia 1 punti

N - (Nl,Ng, ...,Nn+1> — (0,0, ceey ].), S — (Sl,SQ, ...,Sn+1) — (0,07 ceey —]_)
(3.7.3)

Consideriamo inoltre i due seguenti insiemi:
UlESn—N, UQESn—S, (374)

ed osserviamo che U; ed U, ricoprono S™, ossia S = Up | JU,. Calcoliamo
ora le proiezioni stereografiche ¢; e ¢9 dai poli nord e sud rispettivamente,
e facciamo vedere che I'insieme delle due carte (Uy, ¢1) e (Us, ¢2) costituisce
un atlante di classe C'*° per la n-sfera S™. Siccome U; ed Us, come abbiamo
gia visto, ricoprono S™, si tratta di dimostrare che, nella regione di sovrap-
posizione U, (U, la funzione ¢ ® ¢;' & una applicazione infinitamente
differenziabile.

Iniziamo a determinare la proiezione stereografica ¢, dal polo nord. A tal
fine, preso un punto z € Uy, tracciamo la retta passante per il punto N nella
direzione che va da N verso x, e determiniamo l'intersezione di questa retta
con liperpiano R™ di R™™!. Prima di eseguire questo calcolo esplicitamente
ricordiamo che, per ogni coppia di punti p = (p1,...,pn) € ¢ = (q1,.--,qn) In
R™, si definisce segmento orientato da p a ¢ il vettore

V= ]@ = (Ch — D1y, 4n _pn) (375)

Ricordiamo inoltre che la retta in R", passante per un punto p = (py, ..., pn)
e avente la direzione di un vettore v = (vy,...,v,) consiste dei punti x =
(21, ..., z,) le cui coordinate sono date da

rr=pr +0t,Vk=1,...n, t € R, (376)
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o, in forma ancora piu concisa, x = p + vt. La variabile ¢ e detta parametro
e la (3.7.6) si dice rappresentazione parametrica della retta.

Fatte queste premesse, scriviamo [’equazione parametrica della retta in
R™*! passante per il polo nord N ed avente la direzione del vettore u =
x—N = (21,%9,...,1p41 — 1), essendo x un generico punto appartenente a
U = S™ — N. In virtu della (3.7.6), tale equazione parametrica ¢ data da

zy, =tog, Vh=1,..,n; ., =1+ t(z,0q — 1). (3.7.7)

Le coordinate del punto di intersezione di questa retta con l'iperpiano di
equazione z;_, = 0, ossia l'iperpiano passante per l'origine (0,0,...,0) e
perpendicolare all’asse x,.1, si ottengono risolvendo il seguente sistema:

xy =trg, Vh=1,...n; x, , =1+ t(x,p —1),2,,,, =0. (3.7.8)

Dalle ultime due equazioni di questo sistema si puo ricavare il parametro t:

1
e " (3.7.9)

Quindi la proiezione stereografica dal polo nord e I'applicazione
¢1ZU1:Sn—N—>Rn

definita tramite la relazione

T Tn
Ty eey Ty Tpp1) = N e R". 3.7.10
P +1) ((1—xn+l> <1—xn+l>> (3.7.10)

Analogamente calcoliamo ¢s. Preso un generico punto x appartenente a
Uy = 8™ — 8§, 'equazione parametrica della retta passante per il polo sud ed
avente la direzione di x — S = (xy, ..., X1 + 1) &

z, =txy, Ye=1,..,n; o, = —14+t(xp1 + 1). (3.7.11)

Per determinare le coordinate del punto di intersezione di questa retta con
I'iperpiano di equazione z;,,; = 0, bisogna risolvere il sistema

r, =trg, Ve=1,..,n; ., = —1+t(xp + 1), 2., =0. (3.7.12)

Le ultime due equazioni di questo sistema implicano che

1
= —— 7.1
(14 zn41)’ (371
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e sostituendo questo valore di ¢ nelle prime n equazioni del sistema (3.7.12)

si trova
’ Ty

T, = V77—,
g (1+xn+l)

La proiezione stereografica dal polo sud e quindi ’applicazione

Vk=1,..n. (3.7.14)

ngi UQISn—S%Rn

definita tramite la relazione

I Tn
ey Tpg1) = e € R™ 3.7.15
P21, - T ((1+5Cn+1) <1+xm>> (3.7.15)

Le applicazioni ¢; e ¢9 sono omeomorfismi da U; su R".
Determiniamo ora ’applicazione inversa

o7t R = U =8"—N.
Preso un generico punto y = (y1, ..., yn) € R"™ denotiamo con
= (11, Tp1) € Uy=5"—-N

il punto di intersezione della retta, passante per N ed intersecante in y l'iper-
piano R" di equazione x,, 11 = 0, con la sfera S™. Per definizione di proiezione
stereografica dal polo nord, le coordinate di y € R"™ sono legate a quelle del
punto z € U dalle relazioni (vedasi la (3.7.10))

=1 —Zpi1)yp, Ve =1,.. n. (3.7.16)

Poiché il punto z giace sulla n-sfera, le sue coordinate devono soddisfare

I’equazione
n+1

D (z)’ =1 (3.7.17)

k=1
Inserendo la (3.7.16) in tale formula, e ponendo

n

on =Y (ui), (3.7.18)

i=1

troviamo per x,.1 I'’equazione di secondo grado
(14 0)(@n11)* = 2042041 + (0, — 1) =0, (3.7.19)

che viene risolta da

L1
Tnsr = (U (3.7.20)

on+1)
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In tale formula, possiamo solo accettare il segno — al numeratore, poiché per
ipotesi z appartiene a U; = S™ — N, e dunque z,,+; non pud essere eguale ad
1. Quindi la (n + 1)-ma coordinata del punto immagine ¢;'(y) = z &

. (o — 1)
n+1 (Un + 1) .

(3.7.21)
In virtu delle (3.7.16), questa relazione permette di esprimere le prime n
coordinate di x = ¢ ' (y) nella forma

2yp,

—  Vk=1,...n. 3.7.22
oy R =Tm (37.22

T —

Concludiamo pertanto che I'applicazione ¢;' : R® — U; = S™ — N associa
ad un generico punto y di R™ il punto in U; dato da

1 B 211 2Un (o —1)
G1 (Y1, s Yn) = ((0n+ 3 ot ) 0T 1>) . (3.7.23)

Consideriamo ora l'intersezione UyNUy = S™— (N, S). Dalle relazioni (3.7.15)
e (3.7.23), che definiscono 'azione di ¢y e (¢1)~! rispettivamente, si deduce
che I'applicazione ¢, ® (¢;)~! associa ad ogni punto

y:(yla'“ayn) € ¢1(U1mU2) c R*

il punto di coordinate

ovvero il punto

LQ € QbQ(Ul N UQ) c R™
1yl
L’applicazione ¢y ® ¢;' ¢ quindi un omeomorfismo liscio. Possiamo allora
concludere che la n-sfera ha un atlante che consiste di due carte definite dalle
proiezioni stereografiche dai poli nord e sud.

Il materiale in questo paragrafo origina da una tesina che Stefania Marra,
dottoranda di ricerca dell’Universita di Salerno, scrisse nel 1993 dopo aver
seguito un mio corso di geometria differenziale.
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3.8 Appendice: richiami di topologia

Al costo di lievi ripetizioni, troviamo utile offrire il quadro riassuntivo che
ora si presenta al lettore. In uno spazio topologico (X, 7), sappiamo che gli
elementi A di 7 sono gli insiemi aperti, mentre un insieme Y C X & chiuso se
il suo complemento C'Y = (X —Y) ¢ aperto. Rammentiamo ancora quanto
segue.

3.8.1. Se M C X, e se esiste un insieme aperto A tale che M C A C U,
allora U ¢ un intorno di M.

3.8.2. Dato A C X, l'insieme A ¢ aperto se e solo se esso ¢ un intorno di
ogni suo punto.

3.8.3. Dato z € X, z ¢ aderente ad A C X se, VU € Z(z), st ha U N A # 0.

3.8.4. La chiusura A dell’insieme A & lintersezione di tutti i chiusi che
contengono A. Si dimostra poi che essa consiste di tutti gli elementi z € X
che sono aderenti ad A.

3.8.5. Dato l'insieme A C X, il punto x € X e di accumulazione per I'insieme
A se ogni intorno di x contiene almeno un punto di A che sia diverso da =z,
OVVero

VU € Z(x), UN A —{z} # 0. (3.8.1)

3.8.6. Il punto =z € A ¢ isolato in A se

WeZ(x): UNnA—{z} =0. (3.8.2)

3.8.7. L’insieme di tutti i punti di accumulazione per 'insieme A prende il
nome di derivato di A, e viene denotato mediante la scrittura D(A).

3.8.8. Chiusura e derivato di A sono insiemi collegati dalla relazione
A=AUD(A). (3.8.3)

La chiusura viene anche detta involucro nei testi della prima meta del ven-
tesimo secolo.

3.8.9. Insiemi perfetti sono sottoinsiemi chiusi e privi di punti isolati. Essi
vengono a coincidere col loro derivato:

A= D(A). (3.8.4)
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Ad esempio, sono insiemi perfetti 'intervallo chiuso [a,b] in R, il cerchio
chiuso in R?, I'insieme di Cantor. Per ottenere quest’ultimo, si comincia col
dividere in tre parti uguali I'intervallo chiuso [0, 1]:

1 12 2
0,1]=10,-1U|5,5|Y |35, 1]. 3.8.5
0,11 = 03] u 3.5 v ]3] (3.85)
Poi si rimuove I'intervallo centrale aperto della (3.8.5), e restano i due inter-

valli chiusi della (3.8.5). Ogni intervallo rimanente viene diviso a sua volta
in tre parti, ad esempio

1 1 12 21
0, =10,-|U|=,=|U|=, =] 3.8.6
o) =oa] 55 5 059
Si rimuove poi 'intervallo aperto nella (3.8.6), e si procede in maniera analoga

per l'intervallo chiuso [%, 1} della (3.8.5). Si perviene pertanto a costruire
una famiglia di insiemi

2k
Cr=J 1", (3.8.7)
j=1
con associato insieme di Cantor
C = JLTODOC’“ (3.8.8)

che contiene i punti che non vengono rimossi, e ha la cardinalita (Ambrosio
et al. 2023) del continuo.

3.8.10. Dato un insieme A, si indica con A P'unione di tutti gli aperti con-
tenuti in A. Essa viene detta parte interna di A. L’insieme A ¢ aperto se e
solo se A = A.

3.8.11. Il punto x ¢ di frontiera per A se x aderisce sia ad A che al comple-
mento CA = (X — A). Ma allora, poiché la frontiera topologica FA = 0A
consiste, per definizione, di tutti i punti x che sono di frontiera per A, il
teorema menzionato nella 3.8.4 porta a concludere che

F(A) = 04— AN CA. (3.8.9)
I punti della frontiera di A non sono dunque né interni ad A né esterni ad A.

3.8.12. GIli insiemi chiusi contengono propriamente il loro derivato:

D(A) C 4, (3.8.10)
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mentre negli insiemi aperti la frontiera topologica ¢ contenuta propriamente
nel complemento (vedasi la (3.1.1)).

3.8.13. L’insieme A & un dominio se

A=D(A— F(A)). (3.8.11)

3.8.14. L’insieme B ¢ denso su A se

AcC BUD(B). (3.8.12)

3.8.15. Derivato e frontiera sono insiemi chiusi, ovvero

D(D(A)) € D(A), D(F(A)) € F(A). (3.8.13)

3.8.16. Valgono anche le proprieta seguenti:
D(AUB)=D(A)UD(B), D(Ax B)=D(A) x D(B), (3.8.14)

A C B= D(A) C D(B). (3.8.15)
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Capitolo 4

Varieta regolari di R"

4.1 Varieta m-dimensionali di R". I

Questo capitolo, che si basa sul lavoro in Prodi (1974), ¢ dedicato al concetto
di varieta m-dimensionale di R", che trova applicazione, ad esempio, alle
varieta di interesse per i capitoli 25 e 26. Presenteremo le varieta in due
modi complementari, ovvero come immagine e come immagine inversa.

Un insieme I' C R™ prende il nome di varieta differenziabile m-dimensionale
se e dotato della seguente struttura: per ogni punto p € I' si possono trovare
un intorno W di p in R, un insieme aperto U C R™ ed una applicazione

. U—->I'NW

che sia un omeomorfismo. Inoltre, si richiede che I’applicazione ® sia di classe
C!, ed abbia matrice derivata di rango m in ogni punto.

Con l'ausilio di una scrittura piu esplicita, rappresentando ’applicazione
® mediante le equazioni

1 = o1(U, Uz, .oy Upy), (4.1.1)
) :@2<U1,U2,...,um), (412)
Ty, = pn(Ur, ug, ..., Up,), (4.1.3)

si richiede che le ; abbiano derivate prime continue e che la matrice

91 Op1 Op1.
ou1 Ouso Tt Qum
Op2  Op2 92
ouq Ousg T Oum (414)
O¢n Opn Opn
ouq Ous 7 Oum
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abbia in ogni punto un minore di ordine m non nullo.

L’omeomorfismo ® consente dunque di introdurre le coordinate locali
Uy, Us, ..., Uy, Per rappresentare i punti di I' appartenenti all'intorno W. Le
funzioni ¢; possono eventualmente avere ulteriori proprieta di regolarita, ad
esempio possedere derivate continue fino all’ordine k. In tal caso si parla di
varieta regolare di classe C*.

La condizione teste imposta alla matrice (4.1.4) ¢ particolarmente espres-
siva. Per interpretarla, consideriamo per semplicita il caso n = 3, m = 2,
nel qual caso la varieta pud essere chiamata una superficie in R3. Indicando
come di consueto con (z,y,2) le coordinate del punto di R e con (u,v) i
parametri, scriviamo le (4.1.1)-(4.1.3) nella forma

r=p(u,v), y=x(u,v), z=1(u,v). (4.1.5)

L’imporre alla matrice derivata di avere caratteristica 2 equivale ad affermare
che i due vettori

sono indipendenti. Questo significa che sulla superficie le linee coordinate
u=costante e v=costante sono dotate di tangente in ogni punto, e che le due
tangenti spiccate per uno stesso punto alle due linee coordinate passanti per
esso si intersecano sotto un angolo che e diverso da 0 e da .

La condizione posta sulla matrice derivata ha un’ulteriore importante
conseguenza. Ritornando al caso generale, supponiamo ad esempio che, in
un certo punto @ = (uy, U, ..., Uy,) € U sia non nullo il determinante formato
dalle prime m righe della matrice (4.1.4). Allora, per il teorema d’inversione
locale, € possibile ricavare uq,us, ..., u,, in funzione di xi,xo, ..., x,,. Sos-
tituendo nelle rimanenti n —m equazioni, si riesce a rappresentare I';, almeno
in un intorno abbastanza piccolo del punto T = ® (@), nel seguente modo:

Tm+1 = hl(ﬁfl,l’g,...,xm), (416)

Tm+2 = hg(l’l,l'g,...,l’m), (417)

Ty, =y (21, T2, ooy T (4.1.8)
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Pertanto, una varieta m-dimensionale &, localmente, un grafico cartesiano
con base in un aperto di uno spazio lineare m-dimensionale di R" generato
da un sottoinsieme della base canonica di R™. Tale spazio lineare che serve
da base per il grafico puo cambiare da punto a punto: lo si comprende subito
pensando alla 2-sfera in R3.

In generale, non si puo rappresentare tutta la varieta I' con un unico
omeomorfismo ® (ossia con un unico sistema di coordinate locali). Ad esem-
pio, nel precedente capitolo abbiamo esibito le carte per la 2-sfera in R?, ma
essa non puo essere rappresentata mediante un unico sistema di coordinate.
Se infatti cosi fosse, si avrebbe un omeomorfismo tra la 2-sfera, che e uno
spazio compatto, ed un aperto di R?, che non pud essere uno spazio compat-
to. Osserviamo poi che, come la proiezione stereografica del capitolo 3 ci fa
vedere, togliendo alla 2-sfera un solo punto, ovvero il polo della proiezione,
si ottiene uno spazio omeomorfo a R2.

E spesso possibile rappresentare una varieta come immagine di un’unica
applicazione, qualora si rinunci alla natura iniettiva di questa. Consideriamo
ad esempio la 2-sfera centrata nell’origine e avente raggio r. Essa puo essere
rappresentata parametricamente mediante le ben note equazioni

xz =1 sin(f) cos(p), (4.1.9)
y =1 sin(f) sin(p), (4.1.10)
z =1 cos(f), (4.1.11

\

ove la colatitudine 6 varia in [0,7] e la longitudine ¢ varia in [0,27]. E
immediato riconoscere che, per ogni valore di #, i due punti (0,0) e (2m,0)
vengono portati in uno stesso punto; inoltre, ciascuno degli insiemi {(¢,0)}
e {(¢, )} viene portato in un unico punto (questi due punti sono i poli della
2-sfera).

4.2 Varieta m-dimensionali di R". 11

Studiamo ora il secondo modo di presentare le varieta regolari m-dimensionali.
All’uopo, definiamo r» = n — m e sia ' un insieme non vuoto costituito dalle
soluzioni del sistema di equazioni

gl(xbaj?a"')xn) :()7 (421)

gQ(xlaanv"')xn) :()7 (422)

9r(T1, T2, ey Tp) = 0, (4.2.3)
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ove le funzioni g; definite in R™ sono per ipotesi di classe C* e tali che la
matrice

991 ¢ 991
T P . . 2
992 Og2 992
dx1 Oz ' Oam (4.2.4)
9gr  Ogr 9gr.
R

abbia in ogni punto rango r (ossia il massimo rango che puo avere, essendo
r < n). Allora Iinsieme I' si puo ancora dire varieta m-dimensionale di
classe C1. In tal modo I' & riguardato come immagine inversa dell’origine,
nell’applicazione

G: R"—= R"
definita dai primi membri delle (4.2.1)-(4.2.3).

Esempio 4.1. In R3, la 2-sfera di equazione
P4yt —-1=0 (4.2.5)
€ una varieta, poiché

grad(z® + y* + 2> — 1) # 0 su S% (4.2.6)

Esempio 4.2. In R*, riferito alle coordinate x,y, v, t, 'insieme
= {(z,y,v,t): 2 +y* =1, 0"+t =1} (4.2.7)

¢ una varieta bidimensionale. Si noti inoltre che la varieta (4.2.7) & omeo-
morfa al prodotto di due circonferenze, e dunque ¢ omeomorfa ad un toro.

Pitl in generale, si chiama ancora varietad m-dimensionale di classe C* un
insieme I' che sia rappresentabile localmente, ovvero in un intorno di ogni suo
punto, mediante un sistema del tipo (4.2.1)-(4.2.3), con le proprieta enunciate
sopra. In altri termini, non richiediamo piu che le funzioni g; siano definite
in tutto R”, e ci accontentiamo di poterle prendere, in modo opportuno, in
un intorno sufficientemente piccolo di ciascun punto di I'.

In virtu di questa interpretazione piu ampia, il concetto ora introdotto
e del tutto equivalente a quello definito nel paragrafo precedente. Per di-
mostrarlo, facciamo vedere che anche le varieta definite localmente da un
sistema del tipo (4.2.1)-(4.2.3) sono, in un intorno abbastanza piccolo di
ciascun loro punto, varieta cartesiane. A tal fine supponiamo che, fissato un
punto p € I', la matrice (4.2.4), calcolata in tale punto, abbia non nullo il
determinante formato dalle ultime r colonne. Sotto tale ipotesi possiamo, in
virtu del teorema del Dini, risolvere univocamente il sistema (4.2.1)-(4.2.3)
rispetto alle ultime r variabili. Quindi, localmente, per i punti di I" vale an-
cora una rappresentazione del tipo (4.1.6)-(4.1.8), tenendo sempre presente
che abbiamo posto r =n — m.
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Calcolo su varieta. 1

5.1 Applicazioni differenziabili tra varieta

Le varieta differenziabili vengono considerate per poter sfruttare la teoria
familiare di funzioni di piu variabili reali, ma in modo che il calcolo sviluppato
non venga a dipendere dalle coordinate scelte. Il merito di aver compreso
tale necessita va ascritto a Gregorio Ricci Curbastro (Ricci-Curbastro 1893),
ma egli vi pervenne sviluppando una teoria tensoriale delle superfici, mentre
noi, seguendo in parte Nakahara (2003), studieremo dapprima una geometria
intrinseca che non dipende dall’introduzione di metriche, per poi sviluppare
la geometria riemanniana nei capitoli dal 13 al 17.

Sia f : M — N una funzione dalla varieta m-dimensionale M alla varieta
n-dimensionale N. Al punto p € M corrisponde dunque il punto f(p) € N,
OVVero

f:pe M— f(p) € N.

Se (U, ¢) € una cartasu M e (V1) e una cartasu N,ovep € Ue f(p) € V,
f ha la seguente descrizione in coordinate:

YO fOE i R™ 5 R", (5.1.1)

per la quale facciamo riferimento alla Fig. 5.1.

Se scriviamo ¢(p) = {2} e ¥(f(p)) = {y°}, alloray = O f ©
e I'usuale funzione a valori vettoriali di m variabili. Questa relazione viene
talvolta scritta in modo conciso ma impreciso come y = f(x) oppure y® =

fe(ar).
D1. Se la funzione y = ¢ ® f ® ¢! & di classe O™ rispetto ad ogni x*,
diciamo che la f & differenziabile in p, oppure in x = ¢(p). Le applicazioni

differenziabili sono anche dette lisce. Si richiede la classe C* per essere in
accordo con la natura liscia delle funzioni di transizione.
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M N
u v
F @
L] v
LlG] V&)
R R

Figura 5.1: Applicazioni tra varieta.

La differenziabilita di f e indipendente dal sistema di coordinate. Infatti,
prese due carte (U, 1) e (Us,ps2) che hanno intersezione non vuota, sia
p € U NU; e avente coordinate {x}'} secondo ¢ e coordinate {x%} secondo
2. Quando & espressa in termini di {z/'}, f assume la forma

@ZJ © f © (901)_17

mentre nelle coordinate {x}} si ha

VOO ) =00 o) (how). (5.1.2)

Poiché, per ipotesi, 112 = @1 ® @5 & di classe C*°, resta provato che la
differenziabilitia di f non dipende dal sistema di coordinate.

D2. Se f : M — N & un omeomorfismo e 1, ¢ sono funzioni coordinate come
prima; se inoltre y = ¥ ® f ¢ ~! & invertibile, e sia y che x = p® fLOY ™ (y)
sono di classe C'*°; f ¢ detta un diffeomorfismo e M ¢ detta diffeomorfa a N,
e viceversa, e si scrive M = N.

I diffeomorfismi classificano gli spazi in classi di equivalenza, a seconda
che sia possibile 0 meno deformare uno spazio in un altro in modo liscio.
L’insieme dei diffeomorfismi f : M — M ¢ il gruppo Diff (M) (capitolo 29).
Due punti di vista sono di interesse a riguardo:

Punto di vista attivo: Assegnata una varieta differenziabile M, un diffeo-
morfismo attivo f & una funzione di classe C* (nel senso di cui sopra) da M
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a M. Un campo scalare S su M ¢ una funzione S : M — R. Assegnato un
diffeomorfismo attivo f, si definisce il nuovo campo scalare S trasformato da
f come (Rovelli 2004)

Le coordinate non svolgono alcun ruolo in questo schema.

Punto di vista passivo: Se (U, ¢) e (V, 1) sono carte a intersezione non vuota:

(U, )N (V) #0,

abbiamo due valori di coordinate: z* = ©(p), y* = (p) per il punto
p € UnNYV. Lapplicazione x — y e differenziabile poiché per ipote-
si la varieta e di classe €' e prende il nome di diffeomorfismo passivo.
Questa riparametrizzazione ¢ un punto di vista passivo della trasformazione

di coordinate. Tale gruppo di riparametrizzazioni ¢ anch’esso indicato con
Diff(M).

5.2 Curve

Una curva aperta su una varieta M: dim(M) = m ¢ una applicazione 7 :
la,b[— M, ove 'intervallo aperto |a, b ha 0 come punto interno. Per ipotesi,
la curva non deve avere autointersezioni. Eventualmente, puo aversi a = —oo,
b = +o0o. Una curva chiusa & (invece) una applicazione p : S — M. In una
carta (U, ), una curva v ha la descrizione coordinata

r=p@®y:R—=>R™

La maggioranza degli autori moderni chiama curva ’applicazione 7y, ma al-
cuni autori eminenti chiamano curva 'immagine (), per porre I'enfasi sulla
visualizzazione del concetto.

5.3 Funzioni lisce su una varieta

Una funzione liscia su M & una applicazione liscia f : M — R. Su una carta
(U, ¢), scriviamo
fOe 1 R™ 3R,

che ¢ una funzione a valori reali di m variabili reali. Lo spazio delle funzioni
lisce su M si denota con F(M) = C>®(M).
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5.4 Vettori tangenti come classe d’equivalen-
za di curve tangenti

Andiamo ora a introdurre un altro concetto che e alla base di tutta la ge-
ometria differenziale moderna. I vettori tangenti generalizzano il concetto di
retta tangente a una curva differenziabile:

_dy
- dx

y —y(zo) = a(zr — x0), @

r=x
Consideriamo allora una curva = :Ja,b|— M, e una funzione f : M — R.
D3. 1l wettore tangente in ~(0) & una derivata direzionale di una funzione

f(y(t)) lungo v in t = 0. 1l tasso di variazione di f(y(t)) in ¢ = 0 lungo la
curva €

%f(v(t)) e g%(f ® @fl(x)) % _ (5.4.1)
Posto allora ~
XH = w R X = ;X”%, (5.4.2)
si puo scrivere
00 =Ygk =xun (5.43)

D’ora in poi, scriveremo X|, o X, per indicare il vettore tangente a M
in p = 7(0) lungo la direzione data dalla curva avente immagine y(¢). In
particolare, applicando X, alle funzioni coordinate, troviamo

Ot dat(y(t) | dat(y(1))

X, o] =
=2 50 dt

(5.4.4)

t=0 t=0

Notiamo ora che la condizione di tangenza non individua una singola
curva ma una classe d’equivalenza di curve tangenti in un punto. Ovvero, se
due curve v; e 7, soddisfano le condizioni

(i) 71(0) = 12(0) = p,

(ii) dm“(;tl(t)) _ dzF(ye(t))

t=0 dt g’

allora 71 () e 72(t) forniscono lo stesso operatore differenziale X, e scriviamo

Y1(t) ~ 72(t)
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per indicarlo (in analisi, ~ ¢ invece il simbolo di sviluppo asintotico, un
concetto del tutto diverso!).

D4. Un wvettore tangente e una classe d’equivalenza di curve tangenti in un
punto, ovvero:

(1)) = {/\(t): AO) =0 ¢ B _ e Gi0)

t=0

to} . (5.4.5)

D5. Lo spazio tangente T,(M) ¢ 'insieme di tutti i vettori tangenti a M in
p, ovvero l'insieme di tutte le classi d’equivalenza di curve tangenti a M in

p.

5.5 Campi vettoriali

D6. L’assegnazione di classe C°° di un vettore tangente X, al variare di
pin M & detta campo wvettoriale. Dunque X (senza pedice!l) & un campo
vettoriale se, Vf € C*(M), si ha X[f] € C*°(M), e scriviamo

X € x(M) = X|[f] € C*(M), (5.5.1)

X(M) essendo lo spazio di tutti i campi vettoriali su M.
I vettori e, = %, p=1,...,m, sono i vettori di base di 7,(M), e sono
detti la base coordinata. Una volta scritto V' € T,(M) come

V= i Vte,,
pn=1

le V# sono le componenti di V' rispetto a {e,}.
Per costruzione, un vettore esiste indipendentemente dalla specificazione
di coordinate:
df (v(t))

dt

Le coordinate sono assegnate solo per esigenze di calcolo. L’indipendenza
dalle coordinate consente di determinare come si trasformano le componenti.

Se

= X[f].

t=0

. %) N, 0
X, = qu@ => X " (5.5.2)
pn=1

v=1

si ha
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da cui segue

~ Oyt
Xr=xly) =Y xv 2L (5.5.3)
v=1
Data una matrice A nel gruppo GL(m, R) delle matrici reali m x m e invert-
ibili, con componenti A/, si potrebbe formare una nuova base

G=> Ale, (5.5.4)
pn=1

detta base non coordinata.

5.6 Spazio cotangente

Poiché lo spazio tangente T,,(M) € uno spazio vettoriale, esiste il suo spazio
duale, che consiste di applicazioni lineari nel punto p:

T,(M) — R, (5.6.1)

Wp ©

Si dice allora che w, appartiene allo spazio cotangente in p, denotato me-
diante T ;(M ). La w, ¢ variamente detta: vettore duale, vettore cotangente,
covettore, applicazione lineare in un punto, 1-forma.

L’esempio piu semplice di 1-forma lo fornisce il differenziale df di una
funzione f € C*(M). L'azione di df su V' € T,(M) ¢ definita da

(df, V) =V[f] = Zw% e R. (5.6.2)

Poiché, nelle coordinate x = ¢(p), df & espresso mediante (poniamo E* =

dxt)
m 8f
Y=2 5"
pn=1

siamo indotti a riguardare E* come una base di T,;(M). Per consistenza con
la condizione (5.6.2), deve aversi la relazione di pairing

v azy v
<E 76M> = @ = 6#‘ (563)

Una 1-forma arbitraria w, con componenti w,, in base duale alla base coordi-
nata e,, sl esprime come

w=Y w,B" (5.6.4)
p=1
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Poiché la 1-forma w e indipendente dal sistema di coordinate, dato un punto
p € U;NU; si puo scrivere, posto = = ¢;(p), y = ¢;(p):

w=Y w,E =) Ddy”. (5.6.5)
u=1 v=1
Ma allora
" Dt " ozt
Bt = dy’ = w, = —_— 5.6.6
2 gl =B =) gy (5.6.6)

5.7 Prodotto interno

Il prodotto interno € una applicazione definita sul prodotto degli spazi tan-
gente e cotangente in p e a valori in R, ovvero

() ) THM) x Ty(M) — R, (5.7.1)

p

che agisce secondo la regola

(w, V) = Z w, VY (E* e,) = Z w, V"ol = ZwuV“. (5.7.2)
pn=1

pr=1 Hv=1

Tale operazione ¢ definita sempre e solo tra vettori e i loro duali.

5.8 Campi di 1-forma e campi tensoriali

D7. In completa analogia alla definizione di campo vettoriale, un campo di
1-forma ¢ una assegnazione di classe C*° di 1-forma w,, al variare del punto
pin M.

D8. Un tensore di tipo (g, r) ¢ una applicazione multilineare che associa a r
elementi di T,,(M) ed a g elementi di 7(M) un numero reale. Un elemento
di T2,(M) viene scritto in termini delle basi come

T= ) T ,e,®.0€,0E"®.QF" (5.8.1)
{u} v}

. 8 . . . .
SeiV; = Zu V;“@ sono una [-pla di campi vettoriali, e w; = Zu wipdz! una

s-pla di campi di 1-forma, ’azione di 1" su di essi fornisce un numero reale

T(wry o wsi Vi, Vi) = Y THH g VLV (5.8.2)
{uh{v}
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Un campo tensoriale ¢ una assegnazione liscia di un elemento di T)%,(M)
Vp € M. L’insieme dei campi tensoriali di tipo (¢,r) su M & indicato con
TA(M). Ad esempio

TO(M) = C=(M) = F(M) = Q(M), T)(M) = Q'(M). (5.8.3)

5.9 Pushforward

D9. Una applicazione liscia f : M — N induce naturalmente I'applicazione
dallo spazio tangente a M in p allo spazio tangente a N nel punto immagine
di p tramite f, ovvero

fe: Ty(M) = Ty (N), (5.9.1)

variamente detta pushforward (letteralmente: mappa che spinge innanzi)
oppure mappa differenziale. Ecco lo schema appropriato:

Data g € C®(N), allora g® f € C>(M). Un vettore V. e T,(M)
agisce su g ® f a dare un numero reale V[g ® f]. Pertanto si definisce

(fV)lgl =Vigo fl. (5.9.2)
Detta (U, ¢) una carta su M e (V,1) una carta su N, questo implica che
(fV)|gov )] =Vigo foe @), (5.9.3)
ove x = p(p) e Y(f(p)). Tenendo presente che
V=> Ve, fV=) Waaiya, (5.9.4)
pn=1 «
la (5.9.3) fornisce
0
Zwaaa[g@w } ZV“a“[gG)f@go Yz)|. (5.9.5)

In particolare, scelto g = y“, otteniamo la relazione tra le componenti W< e
le componenti V*:

Wwe = Em: v 9 o), (5.9.6)

oz
p=1

ove la matrice delle derivate parziali 32 T e il jacobiano dell’applicazione f :
M — N. Similmente, si puo definire il pushforward

for TE (M) = T2, (N). (5.9.7)

0,f(p)
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Esempio. Siano (2!, 2?) coordinate in M, e (y',4?, v*) coordinate in N. Sia

inoltre P 9
V=a—+b— 5.9.8
“Oat * 0x? ( )
un vettore tangente a M in (z',2?). Sia f: M — N una applicazione che
in coordinate, si scrive y = (y*, y?,v%), ove
y' =ty =a? g = 1 - (21)? = (22)2 (5.9.9)

Pertanto

oy* 0
fV = ZZW&W%

pn=1 a=1
8y1 0 K, 0y? 0 Oy 5 0y 0
ooy 0TV e T\ e TV a2 ) o
0 0 y' y?\ 0
—a—+b=—— (a5 +b= | —. 9.1
a 8y1+ oy (ay3+ 7 ) oy (5.9.10)

5.10 Pullback

L’applicazione f: M — N induce anche il pullback (letteralmente: spingere
all’indietro), ovvero una applicazione dallo spazio cotangente a N nel punto
immagine di p tramite f allo spazio cotangente a M in p:

51 T (N) = T(M). (5.10.1)

Una volta assegnati V' € T,(M) ew € Tj,,(N), il pullback di w mediante
f* ¢ definito da

(frw, V) = (w, £V). (5.10.2)
Data w =} wady® € TN, si ha

frw= Zwa 8x“ = ; (Z g%) o Z@E” (5.10.3)

Pertanto, le componenti della 1-forma ottenuta tramite pullback di w sono

a [0
§u = waa—iu. (5.10.4)

Si noti anche che nulla vieta di definire un pullback su tensori di tipo (0, 7).
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5.11 Pushforward e pullback della composizione
di funzioni lisce

Se f: M — Neg: N — P sono applicazioni lisce tra varieta, puo essere
di interesse sapere come si comporta il pushforward o il pullback della loro
composizione. A tal fine, tenendo a mente la definizione (5.9.2), cominciamo
col porre f,V = W, e osserviamo che

(9 OW)[k] = W[kOg] = fV[kOg] = V[kOgo f] = (90 f). VK], (5.11.1)

e pertanto
(90 fle=9.0 fu. (5.11.2)
Inoltre, dalla definizione (5.10.2), e dalla (5.11.2), deduciamo che

(O f)w, V) =(w, (9O f)V) =(w, (9« © f)V) = (g7w, £.V)
=((f ®g) V), (5.11.3)

ovvero
gof)r=fog. (5.11.4)

5.12 Pushforward per tensori di tipo misto

Nel caso particolare in cui 'applicazione f : M — N ¢ un diffeomorfismo,
allora (e solo allora) esiste la mappa indotta anche per tensori di tipo misto.
Ad esempio, sia

T=) The,®E" (5.12.1)
=1

un tensore di tipo (1,1) su M, e sia f: M — N un diffeomorfismo. Questo
induce allora il seguente tensore su N:

& . L Oy 0z” 0
f (Z The, ® E ) Z Z ' S 37 Ty ® dy”, (5.12.2)

pr=1 wr=1 o,p

ove {z#} sono coordinate locali in M, e {y*} sono coordinate locali in N.

5.13 Immersioni e embeddings

D10. Sia f : M — N una applicazione liscia, con dim(M) < dim(N).
La f & una immersione se il suo pushforward f, : T,(M) — Ty N € una
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applicazione iniettiva (ovvero punti distinti di 7),(M) hanno sempre immagini
distinte tramite f.).

D11. L’applicazione f : M — N e un embedding se f € una immersione
iniettiva tale che I'applicazione f : M — f(M) ¢ un omeomorfismo, se su
f(M) si considera la topologia indotta dalla topologia di N. L’immagine
f(M) ¢ detta sottovarieta di N.

La Fig. 5.2 mostra nella prima parte una immersione, e nella seconda
parte un embedding. La figura a 8 nella prima parte trasforma un inter-
vallo aperto in un insieme compatto del piano euclideo, quindi non e una
applicazione propria (D’Andrea 2020).

L
S S
RZ
O (8"
g

Figura 5.2: La prima parte della figura mostra una immersione che non € un
embedding, mentre la seconda parte mostra un embedding.

.

Se f: M — N e un embedding, M e diffeomorfa alla sua immagine
f(M). Dunque, parlare dell’embedding di S™ in R"** vuol dire che la n-sfera
S™ & diffeomorfa alla sua immagine f(S™).

5.14 Teorema di embedding di Whitney

Originariamente, le varieta differenziabili furono definite estrinsecamente,
come l'insieme di tutti i possibili valori di alcune variabili soggette a certe
condizioni da soddisfare. In linguaggio moderno, le varieta lisce sono definite
localmente da equazioni lisce e sono sottovarieta immerse in spazi euclidei.
D’altro canto, Weyl aveva poi fornito una definizione intrinseca delle varieta,
quella da noi riportata nel capitolo 3. Si pone dunque la questione: qual e la
differenza tra definizione estrinseca e definizione intrinseca? Esistono forse
varieta astratte che non possono essere immerse in alcuno spazio euclideo?
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Negli anni trenta, Whitney (1936) e altri autori risolsero questo problema
fondamentale: i due modi di definire le varieta lisce conducono allo stesso
concetto. Il risultato di Whitney ¢ invero molto piu forte. Egli dimostro che
non solo si puo immergere una qualsivoglia varieta liscia M in qualche spazio
euclideo, ma che la dimensione dello spazio euclideo puo esser scelta essere
eguale a due volte la dimensione della varieta M. Valgono infatti i seguenti
teoremi:

Teorema 5.14.1 (Teorema di embedding di Whitney). Ogni varieta liscia
M di dimensione m ammette un embedding in R?™+1,

Teorema 5.14.2 (Forma forte del teorema di embedding di Whitney). Ogni
varieta liscia M di dimensione m > 2 ammette un embedding in R*™, e
ammette una immersione in R*"~1,

Teorema 5.14.3. Ogni varieta M liscia, compatta, orientabile e avente m
dimensioni ammette un embedding in R?*™~1,

Teorema 5.14.4. Se m # 2%, ogni varietd liscia m-dimensionale ammette
un embedding in R*™~1. Se invece m = 2%, lo spazio proiettivo reale RP,
non ammette un embedding in R?™1,

Teorema 5.14.5. Ogni varieta liscia m-dimensionale ammette una immer-
sione in R?™=a(m)  gye a(m) & il numero di volte che appare 1 nello sviluppo
binario di m.

Nel dimostrare il Teorema 5.14.1, si dimostra dapprima che esiste un K
sufficientemeente grande tale che M ammette una immersione iniettiva in
RX | e poi si dimostra che, se K > (2m + 1), si pud sempre sostituire R¥ con
qualche RE—1,

5.15 Altri esempi sulla notazione tensoriale

E bene abituarsi a scrivere nel linguaggio appena introdotto i tensori di uso
piu frequente. Ad esempio, si ha

T eT)M)=T=)Y T,E'®E", (5.15.1)
p,v=1
TeThM)=T= > Thea®E'QFE, (5.15.2)
A p,v=1
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m

TeTi(M)=T= Y TYe®e,®E ®FE. (5.15.3)

Inoltre, se X,Y sono campi vettoriali, e w,{) sono campi di 1-forma, la
valutazione di un tensore di tipo (2,2) su di essi fornisce

T(w, X, Y)= Y TY wQX"Y, (5.15.4)
A\ p,v,p=1
mentre gia sappiamo che
(W, X) =w(X) =) w, X" (5.15.5)
pn=1

Un tensore non va mai confuso con le sue componenti in una base co-
ordinata o non coordinata. Purtroppo, questo abuso di linguaggio ¢ di uso
corrente nella letteratura, e non di rado ingenera confusione. La scrittura
esplicita degli indici di sommatoria e utile nei calcoli espliciti, come pure
quando si studiano campi tensoriali su varieta di diverse dimensioni, ove
sarebbe del tutto arbitrario convenire che certi indici competono alla varieta
a dimensione piu elevata. Ad esempio, le superfici intrappolate dei buchi
neri sono varieta bidimensionali immerse in varieta tridimensionali che fogli-
ettano lo spaziotempo a quattro dimensioni. In geometria differenziale, il
problema dell’immersione isometrica locale di superfici bidimensionali nel-
lo spazio ambiente tridimensionale ha impegnato per oltre un secolo fior di
matematici (Darboux, Bianchi, Weingarten, Ricci-Curbastro ...). Qui porti-
amo all’attenzione del lettore la rassegna moderna di Lewicka e Han (2023),
e l'articolo originale di Bini e Esposito (2018).
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Capitolo 6

Calcolo su varieta. 11

6.1 Flusso di un campo vettoriale

Assegnato un campo vettoriale X sulla varieta M, una curva integrale v di
X ¢ una curva in M il cui vettore tangente in z ¢ proprio X valutato in .
In una carta (U, p), si scrive dunque

dat(y(t))

= X"0(), (6.1.1)

ove x#(v(t)) & la p-ma componente di p(v(t)), e X* & la y-ma componente
del campo vettoriale in z. Ovvero ogni singola componente di X coincide
con la corrispondente componente del vettore tangente alla curva. Si puo
anche dire che trovare la curva integrale di X equivale a risolvere il sistema
autonomo di equazioni differenziali ordinarie (6.1.1) con la condizione iniziale
g = 2 (7(0))-

Il teorema di esistenza e unicitia delle equazioni differenziali ordinarie
garantisce che esiste un’unica soluzione della (6.1.1) almeno localmente, con
dato iniziale zfj. In particolare, se la varieta M ¢ compatta, la curva integrale
di X esiste V¢ € R. In generale, la curva integrale potrebbe esistere solo
per un sottoinsieme di R.

Per enfatizzare che serve informazione sul dato iniziale, denotiamo d’ora
innanzi con o(t, ) una curva integrale di X passante per z, in t = 0, e sia
ot (t, x) lassociata coordinata. Allora la (6.1.1) si scrive

Lo (t,x0) = XM (o (t, x0)), (6.1.2)

con 'associato dato iniziale

o' (t =0,xz9) = zf. (6.1.3)

75
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Ci occorre dunque una applicazione ¢ : R x M — M detta flusso generato
dal campo wvettoriale X € x(M). Per costruzione, un flusso soddisfa la
condizione

o(t,o(s,z9)) =o(t+s,20), Vs,t € R. (6.1.4)
Infatti p
aau(t,a”(s,xo)) = XH"(o(t,0"(s,x0)), (6.1.5)
0(0,0(s,xg)) = o(s,x0), (6.1.6)
e d’altronde
%J“(t +s,20) = ma“(t + s,29) = XH(o(t + s, 20)), (6.1.7)
o(0+ s,x) = o(s, zo). (6.1.8)

Pertanto, ambo i membri della (6.1.4) soddisfano lo stesso problema di valori
iniziali, ovvero la stessa equazione differenziale con la stessa condizione ini-
ziale, e ne concludiamo che la (6.1.4) e dimostrata. Ovvero vale il seguente
teorema:

Teorema 6.1. Per ogni x di M, esiste una applicazione differenziabile o :
R x M — M tale che

(i) 0(0,2) = x,

ii) l'applicazione t — o(t,x) risolve il problema espresso dalle (6.1.2) e

(
(6.1.3),
(

iii) o(t,o(s,x)) = o(t + s, ).
In questo enunciato, = e il punto iniziale, non fissato ma variabile su M.

6.2 Esempi di flusso

Calcoliamo ora il flusso generato da un campo vettoriale liscio in due casi (la
ricerca moderna studia invece il flusso di campi vettoriali con bassa regolarita
o non lisci, e.g. Colombo 2017).

Esempio 6.1. In R?, sia dato il campo vettoriale

0 0
X = —y=— —. 6.2.1
() =~y + (6:2.1)
Dall’equazione (6.1.2) si ha allora
d 1 d 2
W —xt=y, T —Xx2—y, (6.2.2)
dt |, dt |,
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e dalla (6.1.3) si ottiene

a' (0, (z,9)) =z, ¢*(0, (z,y)) = y. (6.2.3)
Dunque troviamo
dot do?
ditz—az int=0, ditzal int=0. (6.2.4)

Questo significa che studiamo il sistema accoppiato

do? do?

==t (e,y), = = (t (@), (6.2.5)
con le condizioni iniziali (6.2.3). Calcolando le derivate prime di ambo i
membri delle (6.2.5), e poi reinserendo le (6.2.5), si trovano le equazioni del

secondo ordine a coefficienti costanti

d? &
(ﬁ + 1) o"=0,k=1,2 (6.2.6)
che sono risolte da
o' = Alcos(t) + B'sin(t), 0% = A% cos(t) + B*sin(t). (6.2.7)

Imponendo le condizioni iniziali, troviamo allora

o' (0, (x,y)) = A = 2, ¢%(0, (z,y)) = A% =y, (6.2.8)
%ﬂozwz—#m@wnzw, (629)
do? 2 1 B
= . =B*=0(0,(z,y)) = =, (6.2.10)
da cui alfine
o(t,(x,y)) = (xcos(t) — ysin(t), y cos(t) + x sin(t)). (6.2.11)

Esempio 6.2. Consideriamo in R? il campo vettoriale

o 0
X=yg o5 (6.2.12)

Per il suo flusso abbiamo quindi le condizioni iniziali

01(07 (x,y)) = Z, UQ(Oa (l’,y)) =Y, (6-2-13)
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dot

= Xt =y =0%0,(x,y)), (6.2.14)
=0

d 2

dit = X2 =2 =0'(0,(z,y)), (6.2.15)
t=0

con le quali studiamo stavolta il sistema accoppiato

do?

dt

dot

dt =o' (t, (z,y)). (6.2.16)

= o’ (t, (z,9)),

Mediante procedura interamente analoga all’esempio precedente, esso con-
duce alle equazioni del secondo ordine disaccoppiate

d2
<@ — 1) of =0, k=12 (6.2.17)

che sono risolte da
o = Aket + BFe™ kK =1,2. (6.2.18)

In virtu delle condizioni iniziali (6.2.13)-(6.2.15), troviamo il sistema lineare
A'+ B =2, A+ B* =y, (6.2.19)

A' —B' =y, A? - B?> =12, (6.2.20)

che dunque fornisce la seguente espressione per il flusso:

o(t, (z,y)) = (“ nak A Coluet ) B e D U x)e_t) . (6.2.21)

2 2 T2 2

6.3 Gruppo ad un parametro di trasformazioni

Fissato ¢t € R, un flusso o(¢,z) ¢ un diffeomorfismo da M in M. L’insieme
dei flussi diventa un gruppo commutativo mediante le regole

(1) ou(os(2)) = Or1s(x) = 01 © 05 = vy,
(2) op=mappa identica,
(3) ot = (00) 7"

Tale gruppo e detto gruppo ad un parametro di trasformazioni. In particolare,
se t = ¢ infinitesimo, al punto = di coordinate z* corrisponde

ol (z) = ot(e,x) = o + e XH(x), (6.3.1)
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e diciamo che il campo vettoriale X e il generatore infinitesimo della trasfor-
mazione o;.

Assegnato un campo vettoriale X, il flusso che ad esso corrisponde ¢ detto
esponenziazione di X, ovvero

ot (t,x) = e 2t (6.3.2)

Infatti, se consideriamo un punto separato dal punto iniziale o(0,x) di una
distanza parametrica t lungo il flusso o, troviamo

o) = o+t (s )+ o (L) s, +
ol (t,r) =x sl CHED| P 7 ) )l

2!
R (A
ds 2! \ds

O-M(Sa IL')|5:0

= ¢lis (s, z)|,_, = e~ xh. (6.3.3)
Il flusso o soddisfa le tre proprieta riportate qui di seguito:

0(0,2) =z, (6.3.4)

—o(t,r) = Xz = 4 [etX x}, (6.3.5)

ot,o(s,z)) =o(t,eX z) =X Xz =X =gt +s,2). (6.3.6)

6.4 Derivata di Lie

Siano o(s,z) e 7(t,x) i flussi generati dai campi vettoriali X e Y rispettiva-
mente, per i quali valgono quindi le equazioni differenziali

dot(s,x) drh(t, x)

ds dt

Vorremmo ora calcolare come varia il campo vettoriale Y lungo il flusso
o(s,x). A tal fine, sarebbe sbagliato calcolare la differenza delle componenti
di Y nei punti x e 2’ = o.(z), poiché = e 2’ appartengono a spazi tangenti
distinti. L’operazione che ¢ definita consiste invece nel considerare dapprima
I’applicazione

= XH(o(s,x)), =Y*(7(t,x)). (6.4.1)

(a,€>* L Ty (M) — T, (M), (6.4.2)

dopo di che calcoliamo la differenza tra i seguenti due vettori in 7,,(M):

()

e Y|, .
oe(x)
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La derivata di Lie di un campo vettoriale Y lungo il flusso di un campo
vettoriale X ¢ definita, V X, Y € x(M), dal limite

LyY ' _<0_5> Y, — YQ
e—>0¢g L * €
1 -

— lim- :Y|Us(x) —(as)* Y|m} . (6.4.3)

Qui a seguire mostriamo la figura che compete alla definizione di derivata di
Lie.

Il
s
|

(tx)

(G )«Y|

Oe(x)

Figura 6.1: Le operazioni geometriche che si effettuano nella definizione di
derivata di Lie.

Teorema 6.2. Detta {e,} = {32} = {0,} la base coordinata per lo
spazio tangente, si ha

LyY = i (X0, = Y"9,X")e,. (6.4.4)

Hyv=1

Dimostrazione. Sia (U, ) una carta con coordinate x, e siano X* e Y
le componenti dei campi vettoriali X e Y rispettivamente. Allora o.(z) ha
coordinate z* + ¢ X*(x), e si trova

Vg = 2V (27 4 X)) €l o
pn=1

~ zm: [Y“(az) + ij EXV(x)ayw} €ul o (6.4.5)

pn=1 =
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Se ora agiamo su tale vettore, definito in o.(z), mediante il pushforward

<a,€> , dobbiamo tener presente che o_.(x) ha coordinate z¥ — e X" (z), e

che . 5
)= Sw oo

Pertanto troviamo

(0-c) Y o= (z)
-y [w(x) +e) XA(x)aAY“(a:)] 9,3 [:1: - 5X”(a:)] e,
- Z YH(x) eul, +€ Z [Z <X“(x)8HYV(x) - Yﬂ(x)aﬂxv(x»] evl,
+ 0(?). (6.4.6)

In virtu della definizione (6.4.3) e del calcolo (6.4.6), il teorema ¢ dimostrato.
Q.E.D.

6.5 Parentesi di Lie

Un altro concetto di fondamentale importanza e quello di parentesi di Lie
dei campi vettoriali X,Y € x(M). Essa ¢ definita da

(X Y]f = XY[A = YIXIAL ¥V f e CF(M). (6.5.1)

Il suo calcolo esplicito fornisce

m

X, Y] = 30 [Xr0,0770,0) = Y*0,(X"0, )]

pr=1

NE

(Xt (@08 + Y 0,0.f] = Y*[0.X)01 + X 0,0.1] }

1

N
Il

123

NE

[(X“(auY”) . Y“(QJ(”))@,, f+ XPY7(8,0, — 0,0,) f} (6.5.2)

1

2314

e dunque, poiché le derivate parziali 9, e 0, commutano quando agiscono su
funzioni di classe C*°, si trova alfine

[X,Y] = zm: (X“a#w - Y”&MX”> e, = LxY, (6.5.3)

=1
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ove abbiamo fatto uso del teorema del paragrafo precedente nell’ultima e-
guaglianza. Notiamo ora le seguenti proprieta della parentesi di Lie:

(1) Bilinearita: per ogni valore delle costanti ¢; e cg, si ha

(X, 1Y) 4+ oYs] = a1[ X, Y] + o X, Y3, (6.5.4)
[Cle +CQX27Y] = Cl[Xl,Y] —f-CQ[XQ,Y]. (655)

(2) Antisimmetria:
X,Y] = [V, X]. (6.5.6)

(3) Identita di Jacobi:
X, Y], Z]|+ (Y, Z],X]+ [[Z,X],Y] =0, (6.5.7)

anche scrivibile come

3

3 siijXi,Xj},Xk} —0, (6.5.8)

1,5,k=1

avendo posto nella (6.5.8) X; = X, Xy =Y, X3 = Z. Inoltre si trova

LixY = [JX.Y] = 3 (FX10," = Y*0,(/X"))e
p,v=1
= f i XH"(0,Y")e, — i YH(0,.f) X e, — f i Y*(0,X")e,
p,v=1 p,rv=1 p,r=1
= fIX,Y]-Y][f]X, (6.5.9)
assieme all’altra relazione
Le(fY) = 3 [x40,(v") — £Y70,(x")]e.
p,v=1
_ [X“(@M Y + fX19,(Y") — fwau(X”)}ey
p,v=1
= X[flY + fIX,Y]. (6.5.10)

Si puo inoltre dimostrare il seguente risultato sul pushforward della parentesi
di Lie dei campi vettoriali X e Y

FIXY] = [f.X LY, VXY € y(M), ¥V f € C°(M).  (6.5.11)
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G(&,1(8,X))

©(3,0(&,X))

o(g,X)

Figura 6.2: La parentesi di Lie [X, Y] misura di quanto il parallelogramma
in figura non riesce a chiudersi.

La parentesi di Lie mostra la non commutativita di due flussi. Infatti,
detti o(s,z) e 7(t,x) i due flussi di cui prima, supponiamo di spostarci prima
di € lungo o, e poi di ¢ lungo 7, da cui (Fig. 6.2)

TH(0,0(e,x)) ~ TH(d, 2" + e X" (2))
~ oot 4 e XH(x) + Y H (2 + EXV( ))
~ah 4 eXH(x) 4+ 0YH(x +552X” A, Y (x).  (6.5.12)
Se invece ci spostiamo dapprima di ¢ lungo 7, e poi di € lungo o, appro-

diamo nel punto (teniamo ancora presente che Y” & un prodotto, non una
variazione infinitesima):

0—“(57 7'((57 J;)) ~ O’“(&ZEV + (5YV(I))
~ x“+6Y“(x)+€X“(CC”+5YV( )

= 2"+ 6YM(x) + e XM (x +552Y” )0, X*(x).  (6.5.13)

Pertanto si trova
(0, 0(e,2)) — ot (e, 7(0,x)) = ed[ X, Y]H, (6.5.14)

e quindi vediamo che la parentesi di Lie ci indica di quanto il parallelogramma
della Fig. 6.2 non riesce a chiudersi. Altrimenti detto

LxY =[X,Y]|=0<=o(s,7(t,x)) = 7(t,0(s,2)). (6.5.15)
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Un altro concetto importante ¢ la derivata di Lie di un campo di 1-forma
w € QY(M) lungo un campo vettoriale X € x(M). Essa ¢ data da

ST
wazll_r%g[(ag) oy = Wl (6.5.16)

Esprimendo w nella base duale a quella coordinata per lo spazio tangente, si
trova

(UE)* w’as(z) = Zwﬂ(x)Eu
pn=1

=3 [X”(a:)ﬁywu(x) + (@MXV(@)%(Q;)] Ef, (6.5.17)

p,v=1
da cui .
Lyw=Y" [X”ayw“ + (@LX”)w,,(x)]E“, (6.5.18)
p,v=1

che ¢ un altro campo di 1-forma.
Se invece consideriamo l'azione della derivata di Lie su funzioni lisce,
troviamo

Lxf = lim = [ (0u(e)) ~ ()] = lim = [ (e + <X¥(2) ~ (o)

e—0 €
- 0
= ZX“(w)a—;; = X[f]. (6.5.19)

Se t; e ty sono campi tensoriali dello stesso tipo, si ha
Lx(tl + tz) = Lx(tl) -+ Lx(tg), (6520)

e inoltre
Lx<t1 ® tg) :(th1> ® t2 + tl ® thg, (6521)

ove t1 e ty sono arbitrari campi tensoriali. Quest’ultima relazione si dimostra
a partire dalla proprietd secondo cui, dato Y € x(M), e data w € Q' (M), si
ha

Lx(Y ®w) = lim ! [ ((0_5)*}/ ® (0'5)*OJ>

e—0 €

~ (Y @w)l,]

T

~ Jim % [(0-).¥8 (0w —w)+((0-Y ~ V) 8]

e—0
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da cui seguono le desiderate estensioni come la (6.5.21).
In particolare, se T ¢ un campo tensoriale di tipo (1,1) su M, si ha la sua
espressione in base coordinata

T=) T'E'®e, (6.5.23)

H,v=1

e pertanto

LT =Y X[T)|E* ®e,

w,r=1
+Y [T; (LXE“> ® e, + TM”E’”@(LX@,)] (6.5.24)
p,v=1

Nei calcoli torna anche utile 'identita

Lixy|T = LxLyT — Ly LxT. (6.5.25)

6.6 Le r-forme

Se definiamo ricorsivamente il prodotto wedge di r 1-forme a partire dalle
relazioni

P(E*,E")=E"ANE' = E* @ E' —E' @ E* = —E' AE*,  (6.6.1)

EMNEFAEY = EA®<E“®E”—EV®E“)

+ E“@(E”@E*—EA@)E”)

+ E”®<EA®E“—E“®EA)

= F*®QE*ANE'+ E*® EYAE

+ E'®E*A\E*, (6.6.2)

possiamo, a partire dalle componenti di tensori totalmente antisimmetrici,
definire forme differenziali di ordine r, ad esempio

m

1 v
> o Pl B A B,

pr=1
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-1
B

Z gG[aﬁy]Ea ANE” NE.

afn=1"
Una generica r-forma w € Q"(M)],, si scrive allora come segue:

1
w=)Y_ W BN BN N B (6.6.3)

{u}

ove si tiene conto di tutte le possibili permutazioni degli indici.

6.7 Derivata esterna

La deriwata esterna e una applicazione dallo spazio delle r-forme nello spazio
delle (r + 1)-forme:

d: Q" (M) — QY(M), (6.7.1)
la cui azione su una r-forma w viene definita come segue:
1 — %) )
do =~ >N (%wm,,_m> EY NE"™ A N EM (6.7.2)

S =1 {1}

Qui a seguire riportiamo tre esempi di uso frequente.

Esempio 6.3. Siano «a e § le 1-forme
a=> a,E" B=) BE" (6.7.3)
/j,:]_ v=1
Per il loro prodotto esterno si ottiene allora

alNp= i a,BEM NEY = — i a, BBV N EH

Hyv=1 Hyv=1

=— Y BuE'NE" = —fAa (6.7.4)

=1

Esempio 6.4. Siano « una 1-forma come nell’esempio 6.3, e v una 2-forma.
Pertanto il loro prodotto esterno trova l’espressione

- 1
aNy= Z a#?yVAE“/\E” A E

wv,A=1
=S LB AR A Br(-1?
= Z §%>\ N Aoy, BH(—1)
v, A=1

=7Aa. (6.7.5)
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Esempio 6.5. Derivata esterna di un prodotto esterno di forme differenziali.
Siano a e (8 le 1-forme dell’esempio 6.3. Si ha allora

d(a A ) = d( f: e E)

p,v=1
- Z (auBv)  EP N E" NE”
w,v,p=1

= > aEANE"ABE + Y auB,,E’(—1) NEY N E"
v, p=1 v, p=1

= (da)ANB—(dB) Na= (da) A B —a A (df), (6.7.6)

comunque scelte a, 8 in Q*(M), lo spazio delle 1-forme per M.
Per le definizioni e calcoli in questo capitolo, il lettore puo confrontare
con Landi e Marmo (1990).
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Capitolo 7

Calcolo su varieta. 111

7.1 Campi vettoriali come derivazioni

Cominciamo questo capitolo approfondendo la nostra comprensione di con-
cetti gia introdotti. In primo luogo, possiamo osservare che un campo vetto-
riale liscio puo essere visto come una applicazione

X : C®(M) — C=(M) (7.1.1)
tale che
X[f+h] = X[f]+ X[h], V f,h € C®°(M), (7.1.2)
XA fl=MX[fl, Vf € C®(M),V\ € R, (7.1.3)
X[fhl = hX[f] + fX[h], ¥V f,h € C=(M). (7.1.4)

Le (7.1.2) e (7.1.3) ci dicono che X ¢é una applicazione lineare da C*°(M) in
C>®(M), ela (7.1.4) ci mostra che X & una derivazione. Infatti, le derivazioni
sono applicazioni V' : C*°(M) — R tali che

v[f +h] =v[f]+v[h], ¥V f,h € C™(M), (7.1.5)
VMl = M[f], Y f € O®(M), VA € R, (7.1.6)
vo[fh] = h(p)olf] + f(p)vlh], ¥ f,h € CF(M). (7.1.7)

L’insieme di tutte le derivazioni in p € M viene denotato mediante D, (M).

7.2 Tensori antisimmetrici e forme differen-
ziali

In notazione indiciale, un tensore di tipo (0, 2) antisimmetrico ha componenti

1 1
Fu = §(FMV+FVM) + Q(FMV — Fop) = Fluwy + Fiw) = Fu) = —Fyp, (7.2.1)

89
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da cui F(X,Y)=—F(Y, X), e inoltre

m 1 m
F = F, E'Q FE =— F,—F, E'®QE
M; wEB" ® 5 u;f u WE" @

1 «— I ,
IS REer-lS Ao
p,v=1 p,v=1

1
- Z §FMV(EM®EV_EV®EM)

Hv=1

G|
= > o Fw B A B, (7.2.2)

H,v=1

Se indichiamo con A, le componenti covarianti del quadripotenziale del-
I’elettrodinamica classica, possiamo costruire la 1-forma

A= AE" (7.2.3)
p=1

da cui

dA = zm: A EY A B

pr=1

:% Em: AW,E”/\E“+% Em: A, E" N E*

H,v=1 H,v=1

_ % S A, BN B % S A, B A B

=1 =1
m 1 } )
=> 5(Avp = Au)) B NE
p,rv=1
1
=F=)> S Fw B A B, (7.2.4)
pn,r=1

da cui ricaviamo le componenti del tensore di campo elettromagnetico

0 0
Fo=-—A,--4, 2.
=g A, D A, (7.2.5)
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In coordinate cartesiane, si ottiene dunque nel vuoto la matrice antisimme-
trica 4 x 4 ancora denotata con F),,

~E, —E, —E.

0
_|E. 0o B. -B,
Fw=\g _p o B | (7.2.6)

E. B, -B, 0

7.3 Forme differenziali per gradiente, rotore
e divergenza

Se f : R* = R ¢ una funzione liscia, possiamo riguardarla come una 0-forma
wo = f(x,y, 2), da cui otteniamo una 1-forma mediante derivata esterna:

_of af of
dwy = 8xdx+ aydy+ azdz. (7.3.1)

Questa ¢ la 1-forma gradiente.
Assegnata in R? la 1-forma liscia

wr = WI(ZL‘, Y, Z)dZE + wy(x, Y, Z)dy + wz(xv Y, Z)dZ, (732)
se ne calcoliamo la derivata esterna, tenendo presente che
de Ndr =dy Ndy =dz Ndz =0,

troviamo

Ow, Owy
dy dy A\ dx + 9,

dw; = dz N dx

+%dx Ady + %dz A dy
ox 0z
ow Ow
“dx A d =

ar N + dy

[ Ow,  Ow, Ow,  Owy,
_<8x 8y)d$/\dy+<ay aZ)aly/\d,z
(&ux ow,

+

dy N dz

0z ox

) dz A dz. (7.3.3)

Questa e la 2-forma rotore.
Infine, assegnata la 2-forma liscia

Wo = Wey(x,y, 2)dx A dy + wy.(z,y, 2)dy A\ dz + wp(x,y, 2)dz ANdz, (7.3.4)
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la sua derivata esterna fornisce (omettiamo la scrittura dei 6 termini mani-
festamente nulli a causa dell’antisimmetria del prodotto esterno)

ws = du = O 4 A du A dy
0z
+awyz X 0 zx
ox Jy
[ Owy.  Ow.p  Owyy
B ( Ox * oy * 0z

) dx Ndy N dz. (7.3.5)

Questa e la 3-forma divergenza. Essa e un esempio di forma chiusa, poiché
dws = 0. (7.3.6)

Si noti che, per una generica r-forma liscia, si ha

a Wt oopr X v o o
'Zzﬁx’\ﬁx EAANE'NEMA .. ANE (7.3.7)
Av=1 {u}
Pertanto, poiché
92 92
0z oxv  OxvOxN
mentre EM A\ EY = —EY A E?, si trova d?w = 0, ovvero la derivata esterna &

nilpotente di ordine 2 quando agisce su forme lisce.

7.4 1l prodotto interno iy

Se X € un campo vettoriale sulla varieta M, il prodotto interno ix € una
applicazione che associa ad un campo w di r-forma un campo di (r—1)-forma:

x: QM) — Q"_I(M), (7.4.1)
mediante la definizione
1
ixw = ] ZZX”WW W B2 A LN B (7.4.2)
v=1 {u}

In particolare, se w ¢ una l-forma con componenti w,, tale definizione
fornisce

ixw=> X', (7.4.3)

p=1
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ixdw =" X"(Oyw, — Oyw,)E". (7.4.4)

pr=1

Valgono inoltre le relazioni
be,dx Ndy = dy, i, dy Ndz =0, i.,dz Ndx = —i., (dx Ndz) = —dz. (7.4.5)

Sempre nel caso di w intesa come 1-forma, si trova inoltre la relazione notevole

2

wv=1

(diX + "'Xd)w =d ( Xm:X “wu) +ix Xm: L Oy — D) ¥ A B
p=1

i [(@VX“>WM +X“(8un)] EY + i X“(@uwy _ a,,wu)E”

mv=l1 pv=1

zm: [wu ((%X“) + X“auwy} B

= Lxw. (7.4.6)

Questa equazione e un caso particolare di un risultato generale per tutte le
r-forme lisce 7, in base al quale

Notiamo anche che, dalla nilpotenza di ordine 2 del prodotto interno: (ix)? =
0, discende la proprieta di commutazione

7.5 Varieta orientabili

Data la varieta M, siano x* coordinate locali in un aperto U;, e y* coordinate

locali in un aperto U;. Se il punto p di M appartiene all'intersezione di U;
o

e Uj, lo spazio tangente a M in p puo essere spazzato dai vettori e, = 577,
oppure dai vettori e, = Byi"" Essi sono collegati dalla relazione
m
ozt
Co = —e,. (7.5.1)
p=1 Oyo‘

Se J = det (%) e positivo su U; (U, le basi {e,, } e {e,} sono dette definire

la stessa orientazione.
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La varieta M ¢ orientabile se, ¥V U;, U; : U; (U, # 0, esistono coordinate
locali nelle quali J > 0. Quando la varieta M, m-dimensionale, ¢ orientabile,
esiste allora una m-forma w, detta forma di volume. Per definizione, se esiste
una funzione liscia h tale che

h>0, w=hw', (7.5.2)

allora le forme di volume w e w’ sono equivalenti.
Data h(p) > 0 nella carta (U, ¢), e la forma di volume espressa come

w=nh(p)E'A...NE™, (7.5.3)
allora se p € U; (U, possiamo scrivere

Ox? ox™

oy dy"t A A Dy dyt™ = h(p)Jdy' A ... A dy™, (7.5.4)

w = h(p)

ove J > 0 poiché la varieta M e orientabile per ipotesi.

7.6 Integrazione su varieta

Se f e una funzione definita sulla varieta M e a valori in R, e w & la forma
di volume (7.5.3), si definisce l'integrale

Jo= floi(@)h(pi () EN.E™. (7.6.1)

U; e(Us)

La varieta M e paracompatta se € sempre possibile ricoprire ogni parte di
M con un numero finito di insiemi U; di un ricoprimento aperto {U;} di M.
Se esiste una famiglia {¢;} di funzioni differenziabili e tali che:

0<eap) <1, Vi, (7.6.2)

ei(p) =0sep & U, (7.6.3)

Zek(p) =1,Vp € M, (7.6.4)
k

si dice che le {e;} sono una partizione dell’unitd subordinata al ricoprimento

{U;} di M. Si scrive allora che

fp) = Z f)ei(p) = Z filp), (7.6.5)
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e in virtu delle (7.6.1) e (7.6.5) si trova che

/fw— /fz
= (o7 (@)h(p; () E' A ANE™. 7.6.6
Z;/@(Ui)fw (2)h(pr (@) E A A (7.6.6)

Nel caso semplice della 1-sfera, tali formule diventano

27 6 T 6)
/ cos’0 df = / cos® 0 sin® = df + / cos? 6 cos® = db
Sl 0 2 - 2

™ v

7.7 Una forma differenziale esatta ma non
chiusa

Non tutte le forme differenziali di interesse sono di classe C*°. Per rendercene
conto, andiamo ora a costruire una forma differenziale di classe C°. A tal
fine, cominciamo col considerare in R? la funzione F : z,y — F(z,y) definita
come segue (Bongiorno 1992):

F(z,y) = % se (z,y) % (0,0), (7.7.1)
F(z,y) =0se (z,y) = (0,0). (7.7.2)

Notiamo che F(z,0) = F(0,y) = 0, Vx € R, Yy € R. Dunque esistono le
derivate parziali F, e I, nell’origine, poiché ad esempio

F(0,0) = lim F(z,0) — F(0,0)

z—0 z—0

=0. (7.7.3)
Fuori dell’origine, si ha
Fylz,y) = y(@® —y*)(a® + )~
+ry2z(2® + y*) 7t — ay(2® — y?) (2 +y?) 222
Cy(at +daty? — gyt
- (:):2 —I—y2)2 :

Tale derivata risulta continua, poiché, come si puo vedere passando a coor-
dinate polari = = pcos(p), y = psin(p), si ha

(7.7.4)

( 1)1rr%0 ) Fy(z,y) = hmpsm(gp)(cos(go) sin?(2¢)) = 0. (7.7.5)
y)—
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Tale limite & uniforme rispetto a ¢ (ovvero vale indipendentemente dal par-
ticolare valore di ), per la limitatezza dell’espressione in . Inoltre, se
(x,y) # (0,0), si trova

Fy(z,y) = 2(z® — y*)(2* + y*) !
—zy2y(z® + y?) 7 — ay(2® — ) (2® + y*) 2y
4 4 2,2 .4
_ @l =y —yT) (7.7.6)
(.TQ +y2>2

mentre

F,(0,0) =0. (7.7.7)

Consideriamo ora nel piano euclideo la 1-forma avente per componenti le
derivate parziali F, e F},, ovvero

w = A(z,y)dz + B(z,y)dy, Az,y) = F.(z,y), B(z,y) = Fy(z,y). (7.7.8)

Tale 1-forma ¢ definita su R? con coefficienti continui, e per costruzione & esat-
ta, avendo per primitiva la famiglia ad un parametro di O-forme appartenenti
a C*(R?)

F(z,y) + costante.

Tuttavia, nell’espressione di dw si trova

0A 0B 0B 0A
dw=—dyNd —dx Ndy = | — — — | dz N\ dy. 7.7.9
“ dy Y z+8x A ((3:10 8y> T ( )
La condizione necessaria e sufficiente per la chiusura di w:
0B 0A
— = 7.7.10
Jor 0Oy ( )
e pero disattesa nel caso in esame, in quanto
_ .. F(0,y) — F(0,0)
A,(0,0) = F,,(0,0) = Zl/li[(l) 0
-5 = b (7.7.11)
mentre
_ e Fy(,0) — Fy(0,0)
BJE(()?O)_FyCC(OvO)_ig% .CL‘—O
_a®
= 91611{(1); = 1. (7.7.12)

L’origine (0,0) & 'unico punto di R? dove le derivate A, e B, differiscono, ma
tanto basta a dimostrare che la nostra 1-forma, pur se esatta, non e chiusa.
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7.8 Una forma differenziale chiusa ma non
esatta

Consideriamo in R? — (0,0) la 1-forma

(y+ x)dx + (y — x)dy

Q =
(22 +92)

= E(z,y)dx + H(z,y)dy. (7.8.1)

Pertanto

E,=@*+y) " = (y+z)(® +y*) "2y
(2 =22y — )

Eamria (7.8.2)
Hy=—(@*+y")" = (y—2)(@® +y°) "2
_ @2y —y) (7.8.3)

(552 _,_yz)z -y

Troviamo dunque che Q ha coefficienti continui in R?* — (0,0), e dotati di
derivate E, e H, continue e eguali, da cui segue che {2 ¢ chiusa nel campo
R? — (0,0). Ma, detta v la circonferenza centrata nell’origine e di raggio 1,
si trova

/Q#O (7.8.4)

Infatti, posto x = cos(t),y = sin(t), t € [0, 2], si ottiene

/ (B(x,y)dr + H(x, y)dy)

Y

= /0 7r(sin(t) + cos(t))(—sin(t))dt —|—/0 7r(sin(t) — cos(t)) cos(t)dt
_ / Tt = om. (7.8.5)
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Capitolo 8

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. 1

8.1 Concetto di gruppo

Desideriamo qui seguire la catena logica impiegata da Hermann Weyl (1950)
per definire il concetto di gruppo, peraltro da noi gia definito nel secon-
do capitolo. Il concetto di gruppo, uno dei pit antichi e profondi concetti
matematici, fu ottenuto per astrazione dal concetto di gruppo di trasfor-
mazioni. Un campo di punti, un insieme di elementi che noi chiamiamo
punti, sui quali le trasformazioni operano, ¢ alla base delle trasformazioni.
Questo insieme di punti puo essere o la totalita di un numero finito di elemen-
ti esibiti individualmente, o un insieme infinito, in particolare un continuo
quale lo spazio o il tempo. Una applicazione o corrispondenza S dell’insieme
di punti su se stesso € determinata da una legge che associa ad ogni punto p
dell’insieme un punto p’ quale immagine: p — p’ = Sp. Due corrispondenze
Sp e T'p sono identiche se, per tutti i punti p, i due punti immagine Sp e T'p
coincidono. Se il loro insieme di punti contiene un numero finito di elementi,
la corrispondenza S puo essere definita assegnando esplicitamente il punto
immagine per ogni punto p. Per insiemi infiniti, tuttavia, 1’associazione e
solo possibile assegnando la legge della funzione S.

Fra tali corrispondenze, ve ne € una particolare che associa ad ogni punto
p il punto p stesso: p — p. Questa e detta l'identita I. Due corrisponden-
ze possono essere applicate successivamente: se la prima trasforma il punto
arbitrario p in p’ = Sp, e la seconda trasforma p’ in p” = TP/, allora la
corrispondenza risultante dalla composizione delle due e definita dall’appli-
cazione p — p”" = Tp' = T(Sp) ed & denotata mediante T'S (letta da destra
a sinistra, ovvero si effettua prima S e poi T').

99
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Noi restringeremo la nostra attenzione a corrispondenze S che sono biu-
nivoche: i punti immagine p’ = Sp associati a p saranno sempre distinti, e
ogni dato punto p’ apparira come I'immagine di uno, e solo uno, dei punti
p. Ne discende che tale corrispondenza biunivoca S : p — p’ determina una
seconda corrispondenza, I'inversa S~ : p’ — p di S, che appunto la cancella:

S'(Sp) = p, S(SP) =7, (8.1.1)

ovvero

S'S=1,85"=1. (8.1.2)

L’inversa di S™! ¢ ancora S: (S7!)™' = S, e Iidentita I & l'inversa di se
stessa. La corrispondenza T'S che risulta da due corrispondenze biunivoche
S e T ¢ essa stessa biunivoca, e la sua inversa ¢ (T'S)™! = S™I1T~! poiché
invertendo le corrispondenze p — p’ — p” ne risulta p” — p’ — p. Pertanto
considereremo solo quelle corrispondenze, dette anche trasformazioni o sosti-
tuzioni, che sono biunivoche. In tale ambito abbiamo le due fondamentali
operazioni di inversione e composizione.

Un esempio cinematico di gruppo ¢ offerto dai moti di un corpo rigido.
Le posizioni sono in tal caso rappresentate dai punti materiali, e I'insieme dei
punti ¢ lo spazio stesso. La corrispondenza biunivoca p — p’ collega lo stato
iniziale e quello finale: quel punto materiale che originariamente ricopriva il
punto spaziale p viene trasportato nel punto p’ dal moto. Corrispondenze
congruenti dello spazio su se stesso saranno anche brevemente chiamate moti
nel senso geometrico del termine.

Siamo ora pronti a formulare il concetto di gruppo di trasformazioni. Con
tale termine intendiamo un qualsivoglia sistema 7 di trasformazioni di un
dato insieme di punti, che ¢ chiuso nel senso espresso dalle seguenti condizioni:

1

(1) L'identita I C 7.
2)S e r=S"ter
B)YVS,T e, TS €.

Come esempi menzioniamo il gruppo delle n! permutazioni di n oggetti,
le applicazioni congruenti o moti dello spazio euclideo tridimensionale, tutte
le trasformazioni lineari omogenee in n variabili con determinante non nullo
(corrispondenze affini di uno spazio vettoriale a n dimensioni), e il gruppo
delle trasformazioni unitarie in n dimensioni.

Se il punto p va nel punto p’ mediante una trasformazione del gruppo 7,
allora p’ & detto essere equivalente a p rispetto al gruppo 7. Lo stesso concetto
viene applicato quando consideriamo invece di un punto p una figura che
consiste di punti. Espresse in questi termini, le tre richieste per un gruppo
non sono niente altro che i tre assiomi di eguaglianza:
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(1) p & equivalente a p.
(2) Se p’ & equivalente a p, allora p & equivalente a p'.

(3) Se p’ & equivalente a p, e p” & equivalente a p', allora p” & equivalente a p.

Come gia sappiamo dal secondo capitolo, secondo il programma di Erlan-
gen di Klein, ogni geometria di un insieme di punti e basata su un particolare
gruppo 7 di trasformazioni dell’insieme; le figure che sono equivalenti rispetto
a 7, e che quindi possono essere trasportate in un’altra mediante una trasfor-
mazione di 7, devono essere considerate come la stessa figura. In geometria
euclidea questo ruolo e svolto dal gruppo delle trasformazioni di congruenza,
che consiste dei moti sopra menzionati, e in geometria affine dal gruppo delle
trasformazioni affini. Il concetto di gruppo esprime la specifica isotropia o
omogeneita dello spazio; esso consiste di tutte le corrispondenze biunivoche
dello spazio con se stesso, ovvero quelle trasformazioni che lasciano immutate
tutte le relazioni oggettive tra punti dello spazio che possono essere espresse
geometricamente. La simmetria di una particolare figura in un tale spazio
e descritta da un sottogruppo di 7 che consiste di tutte le trasformazioni di
7 che trasportano la figura sopra se stessa. L’arte della piastrellatura or-
namentale, che fu perfezionata dagli egiziani, contiene implicitamente una
considerevole conoscenza di natura gruppale. Troviamo qui, forse, il piu an-
tico frammento di matematica nella cultura umana. Ma solo recentemente
siamo stati in grado di enunciare chiaramente i principi formali di questa
arte; tentativi in questa direzione furono gia compiuti da Leonardo da Vin-
ci, che tento di dare una descrizione sistematica dei vari tipi di simmetria
possibili in un edificio. Ma le strutture simmetriche pitt meravigliose sono
esibite nei cristalli, la simmetria dei quali e descritta da quelle trasformazioni
di congruenza dello spazio euclideo che portano i reticoli atomici del cristallo
a coincidere con se stessi.

8.2 Gruppi astratti e le loro realizzazioni

Un numero arbitrario di trasformazioni di un dato insieme di punti sopra se
stesso puo essere applicato in successione; ovviamente non dobbiamo conside-
rarne solo due. Ma quando effettuiamo questo processo un passo alla volta,
esso viene automaticamente ridotto ad una successione di composizioni di
trasformazioni considerate due alla volta:

ABC... = A[B(C...)].
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Questa possibilita di effettuare una composizione estesa in passi che non coin-
volgono piu di due trasformazioni alla volta dimostra che la legge associativa

(AB)C = A(BC)

vale per tre qualsivoglia trasformazioni A, B, C. La struttura di un gruppo di
trasformazioni ¢ ottenuta da esso mediante astrazione quando consentiamo
alle trasformazioni stesse di degenerare in elementi di natura immateriale,
conservando solo la loro individualita e le regole in accordo con le quali
due date trasformazioni vengono composte, in un dato ordine, a formarne
una terza. In accordo con quel che dicevamo poc’anzi, tale composizione
obbedisce necessariamente alla legge associativa. Forse obbedisce anche ad
altre leggi universali, ma poiché non abbiamo al momento nessuna indicazione
di questo, tentiamo una formulazione della struttura astratta del gruppo
mediante le seguenti definizioni:

Un gruppo astratto € un sistema di elementi entro il quale una legge di
composizione ¢ assegnata tale che, mediante di essa, origina da due qual-
sivoglia (eguali o diversi) elementi a, b del gruppo, presi in questo ordine, un
elemento ba. Le seguenti condizioni sono quindi soddisfatte:

(1) La legge associativa
c(ba) = (cb)a. (8.2.1)

(2) Esiste un elemento I, I’elemento unita, che lascia un elemento arbitrario
a inalterato mediante composizione con esso:

Ia=al =a, Va. (8.2.2)

(3) Per ogni elemento a esiste un inverso a~' che fornisce, mediante compo-
sizione con esso, 1’elemento unita I:

aa ' =ata=1. (8.2.3)

Tale gruppo astratto non va confuso con la sua realizzazione mediante
trasformazioni, ossia corrispondenze biunivoche di un dato insieme di pun-
ti. Una realizzazione consiste nell’associare ad ogni elemento a del gruppo
astratto una trasformazione T'(a) dellinsieme di punti in modo tale che, al-
la composizione di elementi del gruppo, corrisponda la composizione delle
associate trasformazioni:

T(ab) = T(a)T(b). (8.2.4)
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Segue da questo che all’elemento unita I corrisponde l'identita Z, e agli
elementi fra loro inversi, @ e a~!, corrispondono le trasformazioni inverse,
ovVVero

T(a™") =T""(a). (8.2.5)
La prima asserzione segue dal caso particolare
T(a)T(I)=1T(a) (8.2.6)

della (8.2.4) mediante composizione a sinistra col reciproco della trasfor-
mazione T'(a):

T Ya)T(a)T(I) =T(I) =T *(a)T(a) =T. (8.2.7)

La (8.2.5) ¢ allora contenuta nella (8.2.4) come caso particolare con la scelta
b=a':

3
&
|
K
&
=
=
=
)

L
I
N
e
S
L
|

=T(a™). (8.28)

La realizzazione & detta fedele (o iniettiva) quando a elementi distinti del
gruppo corrispondono trasformazioni distinte:

a# b= T(a) £ T(b). (8.2.9)

In accordo con la fondamentale equazione (8.2.4), la condizione necessaria e
sufficiente per la fedelta e che T'(a) sia I'identita solo se a = I = elemento
unita, poiché, se a,b sono due elementi del gruppo segue allora da T'(a) =
T(b), ovvero

T(@)T (b)) =T(a)T(b™ ") =T(ab™") =T, (8.2.10)

che sotto queste condizioni ab™' = I == a = b. Se il gruppo astratto
G ¢ ottenuto da un gruppo di trasformazioni 7 mediante astrazione, allora
viceversa 7 ¢ una realizzazione fedele di G.

Nello studio dei gruppi di trasformazioni abbiamo sempre a che fare con
due varieta:

-L’insieme dei punti privo di struttura.

-La varieta degli elementi del gruppo di trasformazioni, la struttura della
quale e espressa dalla legge di composizione.
Il problema originale si scinde dunque in due:

-L’esame delle varie strutture gruppali possibili.
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-L’esame della possibilita di ottenere realizzazioni del dato gruppo astratto
mediante trasformazioni di un dato insieme di punti.

Questi due problemi sono di carattere fondamentalmente differente, e
richiedono un apparato matematico fondamentalmente differente per la loro
discussione.

L’astrazione dalla natura degli elementi del gruppo ¢ espressa matemati-
camente dal concetto di isomorfismo. Se abbiamo due gruppi G,G’ e, ad
ogni a € G ¢ associato un elemento ¢’ € G’ in modo uno a uno, tale che

(ba) =V'd, (8.2.11)

allora i due gruppi sono detti semplicemente isomorfi.

Gruppi astratti semplicemente isomorfi non offrono alcun modo di dis-
tinguere 'uno dall’altro. Due gruppi di trasformazioni isomorfi posso essere
considerati una rappresentazione fedele di uno e lo stesso gruppo astratto.
Un gruppo puo essere isomorfo a se stesso, ed ¢ allora detto essere automor-
fo. Tale automorfismo ricorre quando G e G’ coincidono, ovvero quando una
associazione biunivoca a — @’ che soddisfa la (8.2.11) viene a stabilirsi tra
gli elementi del gruppo G.

Il problema sorge se o meno ogni gruppo astratto possegga una realiz-
zazione fedele. Se questo non fosse il caso, il concetto di gruppo astratto
quale sviluppato sopra sarebbe troppo ampio, ovvero esisterebbero in ag-
giunta alla legge associativa, altre leggi puramente formali per la composi-
zione di trasformazioni che sono soddisfatte da ogni gruppo di trasformazioni.
Viceversa, una dimostrazione della realizzabilita di ogni gruppo astratto ci
direbbe che tutto quel che si puo dire circa le leggi formali per la compo-
sizione di trasformazioni ¢ contenuto nelle nostre condizioni da (1) a (3). Si
puo infatti costruire una realizzazione fedele di ogni gruppo astratto G as-
sumendo come insieme di punti la varieta gruppale stessa e consentendo che
ad ogni elemento a € G corrisponda la trasformazione s — s’ = as della
varieta gruppale su se stessa. QQuesta traslazione a sinistra sara oggetto di
studio nel capitolo 9, assieme alla associata traslazione a destra.

Dato un gruppo astratto G, 'insieme G’ C G ¢ detto sottogruppo di G
se G’ & un insieme di elementi di G che esso stesso soddisfa le condizioni che
caratterizzano un gruppo: ’elemento unita I € G’ con a appartiene anche
a!, e con a,b appartiene anche ba. Queste tre condizioni possono essere
ridotte ad una sola:

a,b € ' =ba' € G (8.2.12)

Ad esempio, nel gruppo dei moti euclidei € contenuto il gruppo delle rotazioni
(che lascia un punto, il centro, fisso) e il gruppo delle traslazioni. Le trasfor-
mazioni unitarie costituiscono un sottogruppo del gruppo completo di tutte
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le trasformazioni lineari omogenee; le permutazioni pari sono un sottogruppo
del gruppo di tutte le permutazioni.

8.3 Rappresentazioni di gruppi

Nel richiedere che le trasformazioni che devono servire come realizzazione
di un dato gruppo astratto G siano lineari e omogenee, perveniamo ad un
problema che e molto fruttuoso dal punto di vista matematico e che e allo
stesso tempo della pit grande importanza per la fisica; noi parliamo allora di
una rappresentazione, anziché di una realizzazione, del gruppo. Una rappre-
sentazione n-dimensionale di G, o una rappresentazione di grado n, consiste
nell’associare ad ogni elemento s del gruppo una trasformazione affine U(s)
di uno spazio vettoriale n-dimensionale V' = V|, in modo tale che queste
trasformazioni obbediscano alla legge di composizione

U(s)U(t) = U(st). (8.3.1)

Diciamo allora che s induce la trasformazione U(s) nello spazio di rappre-
sentazione V. Scegliendo un sistema di coordinate in V', ogni trasformazione
U(s) e rappresentata da una matrice quadrata di n righe e n colonne, il cui
determinante e non nullo. Sostituendo 'originario sistema di coordinate con
un altro, ottenuto da esso mediante la trasformazione A, la corrispondenza
che era prima rappresentata dalla matrice U(s) ¢ ora rappresentata dalla ma-
trice AU (s)A™!. Pertanto, se I'associazione s — U|(s) & una rappresentazione,
I’associazione

s — AU(s)A™!

e ovviamente anch’essa una rappresentazione, poiché
AU(S)A™P AU A = AU(s)U(t) A~ = AU (st) A1 (8.3.2)

Quest’ultima rappresentazione e detta essere equivalente alla precedente.
Esse sono essenzialmente la stessa cosa, poiché differiscono soltanto nella
scelta del sistema di coordinate in termini del quale esse sono descritte. In
particolare, una rappresentazione in una dimensione consiste nell’assegnare
ad ogni elemento s del gruppo un numero non nullo x(s) in modo tale che

x(st) = x(s)x(t). (8.3.3)
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8.4 Introduzione alla teoria dei gruppi topo-
logici

Sia GG uno spazio topologico sul quale & definita una operazione ® per cui
(G,®) & un gruppo. G & detto un gruppo topologico se il prodotto

GxG—=G, (9,d) =904, (8.4.1)

e 'inversione

1

GG g—g'lge Goy:70g=9g0y=ec=1, (8.4.2)

sono applicazioni continue. Pertanto, si richiede che le strutture di gruppo e
di spazio topologico si raccordino in modo coerente (Esposito 2017).

Teorema 8.1. Se (G, ®) & un gruppo topologico, V a € G la moltiplicazione
a sinistra definita da a:

L,:G—G,g—a®y, (8.4.3)
come pure la moltiplicazione a destra
R,:G—=G, g—g0©a, (8.4.4)

e un omeomorfismo. Inoltre, I'applicazione che ad ogni elemento di G associa
I'inverso ¢ un omeomorfismo.

Dimostrazione. Dato a € G, notiamo che L, e continua poiché G &
un gruppo topologico, e che l'inversa ¢ data da L,-1, anch’essa continua.
Pertanto L, € un omeomorfismo. Analogamente, si dimostra che R, ¢ un
omeomorfismo. Inoltre, I’applicazione inversa

GG, g—=Tg) =g,

per definizione di gruppo topologico, € continua e coincide con la propria
inversa, in quanto

TT(g =g 'og=e = T Y g)T(g9)T(g7") =T""(g),

da cui T(¢g7') =T"*(g). Q.E.D.
Uno spazio topologico X si dice omogeneo se, V x,y € X, esiste un
omeomorfismo f: X — X tale che

f(z) =y. (8.4.5)
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La proprieta di omogeneita significa che ogni porzione dello spazio topologico
¢ indistinguibile da un’altra dal punto di vista topologico.

I gruppi topologici sono spazi omogenei: infatti, se (G,®) € un gruppo
topologico e g, ¢ € G, allora

f=L,10R, (8.4.6)

¢ un omeomorfismo (questo segue dal teorema precedente, considerando la
composizione di omeomorfismi) tale che

flg)=g'ogod=4. (8.4.7)

Tuttavia, non e vero il viceversa: ad esempio, la retta reale R munita della
topologia di Sorgefrey (che ha come base di aperti gli intervalli semichiusi
[a, b[) & uno spazio topologico omogeneo che non ammette struttura di gruppo
topologico. Un altro esempio di spazio topologico che non ammette struttura
di gruppo ¢ la 2-sfera S2.

8.5 Struttura di gruppo topologico sulle sfere
SY, st s3
Cominciamo col ricordare che la n-sfera S™ ¢ il seguente insieme di punti di
R n+1
St = {(xl, o Zng) ERMTLY (1)) = 1} . (8.5.1)

J=1

Ogni n-sfera S™ immersa in R"*! ammette una struttura di spazio topologico,
quella di sottospazio indotta da R™"*!. Discutiamo ora i seguenti casi:

(1) n = 0. In tal caso studiamo la O-sfera
SO = {+1, -1}, (8.5.2)

i cui elementi sono le radici dell’equazione 2?2 = 1. Detto Z linsieme dei
numeri interi relativi, si puo anche scrivere che S = Z/2.

(2) n = 1. In tal caso studiamo la circonferenza nel piano euclideo, e si puo
ricorrere all’identificazione R? = C, e dunque esprimere la 1-sfera nella forma

St'={zeC:|z|=1}. (8.5.3)
Possiamo pertanto considerare su S 'operazione

d:.Stx St St
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cosi definita Vzy,2, € S
D(21, 22) = 21 29 (8.5.4)

Stiamo pertanto cosiderando il prodotto di numeri complessi di modulo 1,
che risulta ancora essere un numero complesso di modulo 1 poiché

‘Zl 2’2’ = ‘le ‘Zg‘ =1-1=1. (855)

Vale naturalmente la proprieta associativa dell’operazione ® in quanto essa
vale in C. Inoltre, se z € S!, allora

R (x —iy) (r—iy) T _
Sl _ _ =Z-7, (8.5.6)

(z+iy) (v+iy)(z—iy) (2% +y?)

mentre I'elemento neutro ¢, chiaramente, 1; pertanto (S',®) ¢ un gruppo
abeliano.

(3) m = 3. Anche per la 3-sfera S immersa nello spazio euclideo R* & pos-
sibile un’utile identificazione dello spazio ambiente. A tal fine, consideriamo
{1,4,7,k}, la base canonica di R* e definiamo un’operazione bilineare ¢,
avente 1 come elemento neutro e tale che, sulla base, valga

ok, i) =75 =—(i,k), (8.5.9)
p(i,i) = ¢(j,4) = ok k) = —1. (8.5.10)

Con la somma + componente per componente e 'operazione di prodotto ¢
ora definita, lo spazio H = (R*, +, ¢) risulta essere un corpo (cf. capitolo 2),
noto come il corpo dei quaternioni. Tale corpo fu introdotto nel 1843 da Sir
William Hamilton, che voleva estendere al caso tridimensionale il profondo
legame che esiste, nel caso bidimensionale, tra numeri complessi e geometria
nel piano euclideo (legame di cui ci siamo avvalsi nello studio della 1-sfera).

Se g € H, esistono, unici, quattro numeri reali ¢1, g2, ¢q3,q4+ € R tali che

q=q + @i+ qsJ + @k, (8.5.11)
e il coniugato q di g e definito come il quaternione

G =1 — g2l — g3 — qak. (8.5.12)
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Il calcolo diretto mostra allora che, Vp,q € H,V a € R, si ha

pP+q=p+q PG=70p, §=¢q, O = (8.5.13)

Inoltre, la norma di ¢ ¢ il numero reale non negativo

Ng)=q7=> () (8.5.14)

¢ = Wﬁ. (8.5.15)

Infatti allora

-1_ 4 q _ N(q) _
N(g)  N(q)

A questo stadio, si puo definire la 3-sfera come 'insieme dei quaternioni di

norma 1, ovvero

q4q (8.5.16)

S?={q € H: N(q) =1}. (8.5.17)

Consideriamo su S? la restrizione del prodotto definito su H; questa opera-
zione ¢ definita poiché, se p,q € S3, allora

N(pg) =papi=pqqp=pp=1=pg € S°. (8.5.18)

Inoltre, se ¢ € S3, si trova

N(g™) = %ﬁ _Gq=N(q) =1V¥q € 5 (8.5.19)

Pertanto, anche 'inverso di ogni elemento di S® appartiene a S®, e possiamo
dire che (S3,¢) ¢ un gruppo, ma non si tratta di un gruppo abeliano, poiché
ad esempio ¢(i,j) = k = —p(J,1).

(4) n = 7. In completa analogia al caso della 3-sfera, anche su R® si pud
definire una applicazione bilineare che conferisce allo spazio un’operazione
interna. Infatti, se {1,e;,...,e7} & la base canonica di R®, si puo definire
un’applicazione bilineare I' avente 1 come unita e tale che la valutazione di
I' sulle coppie dei vettori di base fornisce i valori mostrati in tabella nella
pagina seguente.
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r €1 €9 €3 €4 €5 €g €7
e1 | —1 ey4 er | —ex | eg | —e5 | —e3
ey | —eq | —1 es e; | —es | er | —eg
es | —er | —es | —1 €6 ey | —es | e
€4 €9 —€1 | —€ -1 (&4 €3 —€5
€5 | —€g €3 —€g | —€7 -1 €1 €4
(& €5 —e€r €4 —e€3 | —€1 —1 €9
€7 €3 €6 —e€1 €5 —€4 | —€9 -1

Lo spazio O = (R8 +,T) & I'algebra degli ottonioni. I concetti di coniugato,
norma e inverso sono del tutto analoghi al caso dei quaternioni e dunque,
anche per la 7-sfera S7, si puo scrivere che

ST={w € O: Nw)=1}. (8.5.20)

Si noti pero che I'applicazione bilineare appena introdotta non definisce un
prodotto associativo su S7. Ad esempio

['(T(eq,eq),e3) =T'(eq, e3) = —eg, (8.5.21)

mentre

I'(e,T(eg,e3)) =T'(e1, e5) = e. (8.5.22)
Questo non dimostra che su S7 non si possano definire strutture di gruppo,
ma indica che, data un’algebra di dimensione n, se se ne costruisce un’altra
di dimensione doppia 2n, come insegna la costruzione di Cayley-Dickson, si
riesce a dotare di struttura di gruppo solo S°, St e S3.

Vale la pena studiare la continuita dei prodotti definiti su S°, S! e S3.
Nel caso di S, la topologia considerata su S° x S° & quella discreta, e dunque
il prodotto & continuo. Nel caso di S*, abbiamo considerato la restrizione su
S1 del prodotto fra numeri complessi, che risulta essere continuo. Infatti,
considerando C = R x R, il prodotto tra i numeri complessi z; = (z1,¥1) e
29 = (x9,y2) € dato dal numero complesso

21 2y = (122 — Y1Y2, T1Y2 + ToU1). (8.5.23)

Se indichiamo con
p: CxC—-C=RxR

il prodotto tra numeri complessi, e con 1, 7 le proiezioni continue su prima
e seconda componente nell’identificazione C = R x R, otteniamo che

p(Zl, ZQ) = <7Tl <21)7T1 (22) — 7T2(21)7T2(22), 7T1(21)7T2(22) + T (ZQ)W2(21)> .
(8.5.24)
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Dunque, poiché una funzione a valori nel prodotto di due spazi & continua
se e solo se le sue componenti sono continue, e poiché somme e prodotti di
funzioni reali continue sono continue, si ottiene la tesi.

Se GG e un gruppo e X e uno spazio topologico si dice che G agisce su X
se esiste un omomorfismo

¥ : G — Hom(X), (8.5.25)

ove Hom(X) & il gruppo degli omeomorfismi di X. Tale omomorfismo &
detto azione del gruppo G su X, eV g € G scriviamo ¢(g) = 1,. Inoltre, se
Vg € G —{e} risulta che ¢, non ammette punti fissi, 'azione ¢ detta libera.

8.6 Gruppi di Lie a dimensione finita

Se, nella definizione di gruppo topologico, sostituiamo allo spazio topologico
una varieta differenziabile, e richiediamo che le operazioni di prodotto e in-
verso siano applicazioni differenziabili anziché solo continue, otteniamo quel
che prende il nome di gruppo di Lie. La dimensione di un gruppo di Lie e
dunque la sua dimensione come varieta differenziabile (capitolo 3).

I gruppi di Lie sono dunque gruppi muniti anche della struttura di varieta
differenziabile, e tali che le operazioni di

(i) prodotto:

GxG—=G, (91,02) > 010GV, € G, (8.6.1)

(ii) inversione:

G—=G, g—=7: Vel dyelG: goy=70g=ce
:7:9_1:797 (862)

sono differenziabili. Si puo dimostrare che G ha un’unica struttura analitica
mediante la quale le operazioni di moltiplicazione e inversione sono scrivibili
come serie di potenze convergenti. Nei libri fino a meta degli anni ’70 si insi-
steva sulla richiesta di analiticita, anziché sulla natura C'*>° di moltiplicazione
e inversione.

Di particolare interesse nelle applicazioni fisiche sono i gruppi di matrici
che sono sottogruppi dei gruppi lineari generali GL(n,R) (matrici reali in-
vertibili n x n) o GL(n,C) (matrici complesse invertibili n x n). Il prodotto
di elementi e, in tal caso, il prodotto righe per colonne fra matrici, e I'inverso
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¢ 'inverso di una matrice. Le coordinate di GL(n,R) sono n® numeri reali.

GL(n,R) ¢ una varietad non compatta, e ha dimensione n?.
Sottogruppi di interesse di GL(n,R) sono il gruppo ortogonale O(n),
il gruppo lineare speciale SL(n,R) e il gruppo ortogonale speciale SO(n),

definiti come segue (denotando con M" la trasposta di una matrice M):

O(n) = {M € GL(n,R) : MM'=M'M =1,}, (8.6.3)
SL(n,R) = {M € GL(n,R) : det(M) =1}, (8.6.4)
SO(n) = O(n) (| SL(n, R). (8.6.5)

In relativita speciale, incontriamo il gruppo di Lorentz del capitolo 1:
0(3,1) = {M € GL(4,R) : MnM"'=n}, (8.6.6)

ove 1 ¢ la metrica di Minkowski.

1 gruppo GL(n,C) & 'insieme di trasformazioni lineari non singolari in
C", che sono rappresentate da matrici non singolari n x n ad elementi com-
plessi. 11 gruppo unitario U(n), il gruppo lineare speciale SL(n, C') e il grup-
po unitario speciale SU(n) sono definiti come segue (denotando con M la
matrice hermitiana coniugata di M):

U(n) ={M € GL(n,C): MM"=M'M =1}, (8.6.7)
SL(n,C) = {M € GL(n,C) : det(M) =1}, (8.6.8)
SU(n) = U(n) (") SL(n, C). (8.6.9)

Un teorema importante garantisce che ogni sottogruppo chiuso H di un
gruppo di Lie G & un sottogruppo di Lie (Nakahara 2003). Dunque, ad
esempio, O(n), SL(n,R) e SO(n) sono sottogruppi di Lie di GL(n,R). Per
capire perché SL(n,R) ¢ un sottogruppo chiuso, consideriamo ’applicazione
f: GL(n,R) — R definita da A — det(A). Chiaramente f & una applicazione
continua, e f~!(1) = SL(n,R). Un punto {1} & un sottoinsieme chiuso di R,
quindi f7'(1) & chiuso in GL(n,R). Ma allora il teorema appena menzionato
ci garantisce che SL(n,R) € un sottogruppo di Lie.

Di particolare interesse ¢ la versione proiettiva di SL(2, R), ovvero (Katok
1992):

(az +b)
(cz+d)’

PSL(2,R) = {z — ad — be = 1} = SL(2,R)/0, (8.6.10)

ove 'omeomorfismo 4 agisce secondo la regola

d(a,b,c,d) = (—a, —b, —c, —d). (8.6.11)
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8.7 Algebra di Lie di un gruppo di Lie

Siano a, g elementi di un gruppo di Lie G con legge di composizione interna
®. La traslazione a destra R, : G — G e la traslazione a sinistra L, : G — G
di g mediante a sono diffeomorfismi da G a G definiti dalle leggi

R.(9) =9g®a, Ly(9) =a®yg. (8.7.1)
Pertanto, le applicazioni L, e R, inducono le applicazioni
Loy : Ty(G) = Tawg(G) = T1,(9)(G), (8.7.2)

Ra* : Tg(G) — Tg@a(G) = TRa(g)(G)- (8.7.3)

Queste traslazioni danno luogo a teorie equivalenti, e quindi possiamo scegliere
quale delle due usare. D’ora in poi ci baseremo sulle traslazioni a sinistra.

Sia X un campo vettoriale su un gruppo di Lie G, ovvero sia X € x(G).
Tale campo X e detto invariante a sinistra se

La* X‘g = X‘La(g) = X‘a@g = X(La(g)) (874)

Nel prossimo capitolo faremo uno studio di tutti i campi vettoriali invarianti
a sinistra, che formano [’algebra di Lie £L(G) del gruppo G, dopo aver definito
alcuni concetti importanti. Qui possiamo anche dire che, detta w una p-forma
su un gruppo di Lie G, essa viene detta invariante a sinistra se

(Lo)'w = w. (8.7.5)

Se indichiamo con X;(g) gli elementi dello spazio tangente T,(G), dalla
definizione di pull-back troviamo

(L) w)g(X1(9), - Xp(g)) = wLa(g)(La*Xl(g)a ooy Lax Xp(9)). (8.7.6)
Pertanto, la condizione di invarianza a sinistra di w significa che deve aversi
WLo(g)(LaxX1(9), -+ LaxXp(9)) = we(X1(9), -, Xp(9)). (8.7.7)

In particolare, se gli X;(g) sono invarianti a sinistra, tale equazione diventa

Weo()(X1(La(9)); - Xp(Lalg))) = we(X1(9), -, Xp(9)), (8.7.8)

ovvero la costanza di w(Xy,...,X,) per ogni scelta di p campi vettoriali
invarianti a sinistra sul gruppo di Lie G.
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Capitolo 9

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. 11

9.1 Altre proprieta delle traslazioni a destra
e a sinistra

Sia ((G,7);®) un gruppo topologico con topologia 7 e legge di composizione
interna ® denotata come segue:

Vh,g e (Gy1): ®(h,g)=hog € (G,71), (9.1.1)

ove ® & un opportuno prodotto (righe x colonne fra matrici, o prodotto di
funzioni di variabile reale, ad esempio). Le applicazioni L, e R, del capitolo
precedente possiamo dunque riesprimerle mediante la notazione

La(g) = ®(a,9) =a©y, (9.1.2)

Ro(g) = ®(g,0) =g O a. (9.1.3)

Gia quando si definisce I'inverso di g € (G, 7) si incontrano, a ben vedere, L,
e R,. Infatti si richiede allora che

Vge (G,r)Ive(G,1): yOg=goy=e=1, (9.1.4)
il che implica la semplice ma notevole relazione

L,(9) = R,(g) =e. (9.1.5)

Ovvero, mediante l'inverso v di g, le azioni delle traslazioni a sinistra e a
destra vengono a coincidere, e solo in quel caso.
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Notiamo ora che le composizioni di traslazioni agiscono secondo le regole

La@b(Q) - La(Lb(g>>7 (916)
Rb@a(g) = Ra(Rb(g>) (917>
Infatti si ha
Laop(9) =a®bo g=®(a®b,g), (9.1.8)
La(Ly(9)) =a©b® g = Laeb(9), (9.1.9)

mentre per le traslazioni a destra si ha
Ryoa(9) =90 bOa, (9.1.10)

R.(Ry(9)) = Ra(9 ©b) = g ©b©® a = Ryea(g)- (9.1.11)

Le (9.1.6) e (9.1.7) si possono anche scrivere nella forma
Laop(9) = La(Ls(9)) = a ©b© g = ®(a © b, g) = ®(a, (b, g)), (9.1.12)

Raon(9) = Ry(Ra(9)) = g ®a® b= ®(g,a ® b) = &(P(g,a),b). (9.1.13)

9.2 Classi laterali e sottogruppi normali
Sia H un sottogruppo di un gruppo G e, Vz,y € G, sia
x Ryy<a'y € H. (9.2.1)

Tale R ¢ una relazione d’equivalenza in G. Infatti valgono le proprieta
riflessiva, simmetrica e transitiva, espresse rispettivamente da

v 'r=1 €H, (9.2.2)
vy e H=vy 'z=(z""y) " €H, (9.2.3)
vy €eH, y 'z e H=a"'2=(z""y)(y '2) € H. (9.2.4)

La classe mod R, di x € G ¢ 'insieme
xH ={zh|he€ H}, (9.2.5)
che prende il nome di laterale sinistro di H in GG. Notiamo la catena logica

v Ryy=a1'y=he€ H= y=uxh €aH,
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e viceversa
y=xh(he H) =2 'y=heH= 2Ry vy
Analogamente, la relazione RY;:
rRyy<=ay ' €H (9.2.6)
e una relazione di equivalenza nel gruppo G, e I'insieme
Hx={hx|h e H} (9.2.7)

viene detto il [aterale destro di H in GG. Esso ¢ la classe d’equivalenza mod
Ry dix e G.
Notiamo dunque che

tH=yH <=2y €e H Hr=Hy<=xy ' € H,

tH=H<=r€e H Hr=H<+— x€ H.

Ogni x € G sta in un solo laterale sinistro (o destro) di H. Un sottogruppo H
di G si dice normale se Ry = RY,, e le seguenti proposizioni sono equivalenti:

(1) Ry = Ry

(2) xH=HxVx € G

(38)z 'Hx C HVz € G

(4) x'Hx = HVz € G.

9.3 Campi vettoriali invarianti a sinistra su
un gruppo di Lie

Sia X un campo vettoriale sul gruppo di Lie G: X € x(G). Dalla fine del

capitolo 8, sappiamo che X si dice invariante a sinistra se vale la condizione

(8.7.4). In coordinate locali su G, all’elemento ¢g di G corrisponde la n-pla

g, ...,g", e la condizione di invarianza a sinistra di X significa che le sue
componenti si trasformano come segue:

X(Lolg) = 3 X*(g) [i@a(y»”] . 93.1)

oy y=g

Per ottenere questa formula abbiamo fatto agire il push forward della trasla-
zione a sinistra sul campo X. La differenza rispetto alla (5.5.3) & sostanziale,
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in quanto su una varieta che non ¢ un gruppo di Lie non abbiamo invece
a disposizione la traslazione a sinistra (o a destra) per classificare i campi
vettoriali.

Andiamo ora a dimostrare che esiste una semplice e profonda relazione
tra lo spazio di tutti i campi vettoriali invarianti a sinistra su un gruppo di
Lie e lo spazio tangente al gruppo nell’elemento unita.

(1) Sia dato V' € T.(G), allora si puo definire

W E(Lg)*v, (9.3.2)

g

e questo campo vettoriale ¢ invariante a sinistra poiché

W|a®g = (La®g)* V= (LaLg)* V= (La)* ((Lg)* V)
= (La)* W|g7 (933>

ove abbiamo fatto uso, nell’ordine, della legge di composizione delle traslazioni
a sinistra, dell’azione del push forward su una composizione di applicazioni, e
della definizione (9.3.2). Dunque, per costruzione, W & un campo vettoriale
invariante a sinistra.

(2) Viceversa, una volta assegnato il campo vettoriale W invariante a sinistra,
si trova dalla (8.7.4) che

Ly, W]g =W(Ly1(9)) = W|, € T.(G). (9.3.4)
Pertanto, introdotto lo spazio vettoriale
L(G) = {X e x(Q): (La). [X\g} - Xa@g} , (9.3.5)
concludiamo che vale I'isomorfismo
L(G)=T,(G). (9.3.6)

Tale isomorfismo € non banale e ci dice che, per ogni gruppo di Lie a dimen-
sione finita, I’algebra di Lie puo essere identificata con lo spazio tangente a
G in e, che ha dimensione finita. Non occorre studiare tutto lo spazio x(G),
che invece ha dimensione infinita.

Notiamo che £(G) ¢ un’algebra di Lie (vedasi appena dopo), poiché co-
munque presi X,Y € L(G), anche la loro parentesi di Lie ¢ un campo
vettoriale invariante a sinistra:

(La), [X Y]], = [(La). X1, (La), Y1,

= [ Xluog Ylasy] = XV )loy - (9.3.7)
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Scriviamo dunque che
[, ]: L(G) x L(G) — L(G).

Rammentiamo, per il lettore generico, che un’algebra di Lie ¢ uno spazio

vettoriale a dimensione finita V', munito di un’operazione bilineare [ , | e
antisimmetrica:

[chl ¥ X, Y} — [Xl, Y] ¥ e [XQ, Y], (9.3.8)

[X, oY + cm] . [X, Yl] + e [X, YQ} , (9.3.9)

[X,Y] = —[Y,X], VX,Y €V, (9.3.10)

e che soddisfa I'identita di Jacobi
X,Y], 2]+ [V, 2, X] + [[Z, X}, Y] =0, VXY, Z € V. (9.311)

Incidentalmente, notiamo che l'identita di Jacobi puo anche essere espressa
nella forma
Zeijk[[Xi,Xj} ,Xk] =0, VX, X;, X3 €V (9.3.12)
ik
Sia G = GL(n,R), e = I, = diag(1,...,1). In coordinate, abbiamo le
corrispondenze 3 B
g—{2"(9)}, a— {27 (a)},
e scriviamo

(Log) =a® g =) 2™ (a)z"(g), (9.3.13)

0
V:Zw 5o
2y

Il campo vettoriale invariante a sinistra e generato da V' e pertanto

€ T.(G). (9.3.14)

e

]
ox g

i 0 i 0T 0
Y]

i?j7l7m

_ Z Vijam%‘(e)[xlk(g) ka(e)] 5flm

i7j7l7m7k g
L 15) o 0
o 17 1k k cm o 17 i
= Y VIa(g)5}s; R = Viz 9) 5.5
i5.k,lm 9 0,41 9

-0
_ Z(gv)lj 55 g) (9.3.15)

Lj
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ove si e posto
(gV)7 => 2V, (9.3.16)

che denota la moltiplicazione matriciale di g per V.

9.4 Esempi di algebre di Lie di gruppi di Lie
a dimensione finita
Vari esempi istruttivi sono qui di seguito riportati.

(1) Sia G = R. Se definiamo la traslazione a sinistra L, mediante z — z + a,
il campo vettoriale invariante a sinistra e

0
X = 3 (9.4.1)
Infatti
_dla+z) o 0
(La) Xl = or Oa+x) O(x+a) Xloras (9-4.2)

e questo e, per costruzione, I'unico campo vettoriale invariante a sinistra sulla
retta reale. Troviamo anche che X = % ¢ I'unico campo vettoriale invariante
a sinistra su G = SO(2). Dunque i gruppi di Lie R e SO(2) condividono la
stessa algebra di Lie.

(2) Sia L(GL(n,R)) I'algebra di Lie del gruppo lineare generale, e sia
v: (—e,6) = GL(n,R)
una curva per la quale v(0) = I,,. La curva v & approssimata da
v(s) = I, + sA+ O(s?) (9.4.3)

nellintorno di s = 0, A essendo una matrice n x n ad elementi reali. Si noti
che, per s sufficientemente piccolo, dety(s) # 0, e vy(s) appartiene invero
a GL(n,R). 1l vettore tangente a ~(s) in I, ¢ 7/(s)|,., = A. Dunque
L(GL(n,R)) e 'insieme di matrici n x n. Chiaramente

dim£(GL(n,R)) = n? = dimGL(n, R).

[ sottogruppi di GL(n,R) sono di maggior interesse, e qui di seguito li
discutiamo.
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(3) Troviamo l'algebra di Lie £(SL(n,R)). Seguendo il metodo appena in-
trodotto, approssimiamo una curva passante per I, mediante la formula
(9.4.3), da cui segue che il vettore tangente a y(s) in I, ¢ 7'(s)|,_, = A.
Ora, affinché la curva 7(s) appartenga a SL(n,R), essa deve soddisfare la
condizione

dety(s) =1+ str(A) =1 = tr(A) = 0. (9.4.4)

Pertanto ’algebra di Lie £(SL(n,R)) ¢ I'insieme delle matrici n x n a traccia
nulla, e

dim£(SL(n,R)) = n? — 1.

(4) Sia la (9.4.3) una curva in SO(n) passante attraverso I,. Poiché v(s) &
una curva in SO(n), essa soddisfa la condizione

() = 1 = (9) 20+ T =0, (045)

ds
In s = 0, tale equazione fornisce A* + A = 0, e pertanto I'algebra di Lie
L(SO(n)) e I'insieme delle matrici antisimmetriche. Poiché siamo interessati
solamente ad un piccolo intorno dell’elemento unita, troviamo che

L(O(n)) = L(SO(n)).

Inoltre,
n(n—1)

dim£(O(n)) = dimL(SO(n)) = 5

(5) Una analisi simile si puo svolgere a partire da GL(n,C). L’algebra di Lie
L(GL(n,C)) consiste delle matrici complesse n x n, e ha dimensione reale
2n?.

L’algebra di Lie £(SL(n,C)) ¢ linsieme di matrici a traccia nulla con
dimensione reale 2(n? — 1).

Per trovare l'algebra di Lie £(U(n)), consideriamo ancora l’equazione
(9.4.3). Derivando una volta la condizione

7 (5)7(s) = I, (9.4.6)

troviamo che
(5576)) 2(6) #1550 =0 (9.4.7)

il cui calcolo in s = 0 fornisce

AT+ A=0. (9.4.8)
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Pertanto ’algebra di Lie £(U(n)) consiste delle matrici antihermitiane n x n,
mentre 'algebra di Lie

L(SU(n)) = £(U(n)) (") £(SL(n, C)),

e consiste dunque delle matrici n X n antihermitiane e a traccia nulla, e ha
dimensione n? — 1.

Esercizio. La seguente matrice 3 x 3 € una curva in SO(3):

cos(s) —sin(s) 0
v(s) = | sin(s) cos(s) 0] . (9.4.9)
0 0 1

Si calcoli il vettore tangente a tale curva in I3.

9.5 1l sottogruppo ad un parametro

Sappiamo che un campo vettoriale X € x(M) genera un flusso in M. Qui
siamo interessati al flusso generato da un campo vettoriale invariante a
sinistra.

Una curva ¢ : R — G ¢ detta un sottogruppo ad un parametro di G se essa
soddisfa la condizione

O()8(s) = d(t + s). (9.5.1)

E immediato riconoscere che ¢(0) = e e che ¢~ 1(t) = ¢(—t). Sebbene G non
sia abeliano in generale, un sottogruppo ad un parametro ¢ un sottogruppo
abeliano, poiché

P()¢(s) = ot + 5) = ¢(s +1) = ¢(s)p(1). (9.5.2)

Dal sottogruppo ad un parametro al campo vettoriale invariante
a sinistra. Assegnato un sottogruppo ad un parametro ¢, esiste un campo
vettoriale X tale che

d B4 — YH
S (E) = XM((1)). (95.3)

Tale campo vettoriale ¢ invariante a sinistra. Per dimostrarlo, notiamo in
primo luogo che il campo vettoriale % ¢ invariante a sinistra sulla retta reale,
come sappiamo dall’esempio (1) del paragrafo 9.4. Pertanto

d

(L. 5

d

= = (9.5.4)

0 t
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In secondo luogo, applichiamo la mappa indotta

¢ o TH(R) = Ty (G)

d

ai vettori %‘0 € 7|, Ovvero
B. % = Mf; d(b;t(t) 0 a%t - ., (9.5.5)
0| - i 2 =X, (95.6)
ove poniamo ¢(t) = g = ¢ = g*. Ma allora
(¢Lt)s % ) = ¢x (L) % ) = ¢ % t = X|,. (9.5.7)

Inoltre, segue dalla relazione ¢L, = L,¢ che

d d

dt = (Ly)« X|,. (9.5.8)

0

0
Dalle (9.5.7) e (9.5.8) si trova pertanto che

(Ly). X|, = X (9.5.9)

g
Dunque, dato un flusso ¢(t), esiste un associato campo vettoriale invariante
a sinistra: X € L(G).

Dal campo vettoriale invariante a sinistra al sottogruppo ad un
parametro. Viceversa, un campo vettoriale X invariante a sinistra definisce
un gruppo ad un parametro di trasformazioni o(t, g) tale che

d
509 =X, 0(0,9) =g. (9.5.10)

Se definiamo ¢ : R — G mediante ¢(t) = o(t,e), la curva ¢(t) diventa un
sottogruppo ad un parametro di G. Per dimostrarlo, dobbiamo far vedere
che ¢(s+t) = ¢(s)p(t). Per definizione, o soddisfa

d
—olt,o(s.€) = X(o(t,o(s.€)). (9.5.11)

Se il parametro s viene fissato, allora p(t, ¢(s)) = ¢(s)@(t) € una curva da
R in G tale che ¢(s)¢(0) = ¢(s). Chiaramente, o e p soddisfano la stessa
condizione iniziale

0(0,0(s,e)) = p(0,(s)) = ¢(s)- (9.5.12)
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La p soddisfa anche la stessa equazione differenziale di o:

(1,00 = S o5)0(1) = (Lo (1)

—(Lot) X(6(1) = X(6(s)6(1))
= X(p(t, 6(5))). (95.13)

Dal teorema di unicita per le equazioni differenziali ordinarie, concludiamo
che

o(s+t) = o(s)o(t). (9.5.14)

Pertanto abbiamo dimostrato che esiste una corrispondenza biunivoca fra un
sottogruppo ad un parametro di un gruppo di Lie G e un campo vettoriale
invariante a sinistra. Questa corrispondenza diventa manifesta se si definisce
la mappa esponenziale, con la quale inizia il capitolo 10.
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10.1 La mappa esponenziale

Se G € un gruppo di Lie a dimensione finita, se V' denota un elemento dello
spazio tangente T.(G), e se ¢y : R — G ¢ un sottogruppo ad un parametro
generato dal campo vettoriale invariante a sinistra (L,).V, allora la mappa
esponenziale € una applicazione

exp: T.(G) = G, exp(V) = ¢y (1). (10.1.1)
Teorema 10.1. Assegnato V € T,(G) et € R, si ha

exp(tV) = oy (t). (10.1.2)

Dimostrazione. Cominciamo con 'osservare che, detta a una costante non

nulla, si ha
d

= a—dv(t)

=aV. 10.1.
g aV. (10.1.3)

t=0

d
E(bv(at)

t=0
Dunque ¢y (at) € un sottogruppo ad un parametro generato da (L,).aV, che
genera anche ¢,y (t). L'unicita della soluzione ci permette di scrivere che

¢V(at) = ¢av(t), (1014)
e pertanto dalla (10.1.1) troviamo che
exp(aV) = ¢av (1) = dv(a). (10.1.5)

In @ =t la (10.1.5) fornisce la (10.1.2), dunque I'asserto ¢ dimostrato.

125
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Esempio. Se G ¢ il gruppo lineare generale GL(n,R) e A un elemento della
sua algebra di Lie, il sottogruppo ad un parametro ¢4 : R — GL(n,R),
valutato in ¢, fornisce

X Lk
pa(t) = e = In+tA+Z%Ak, (10.1.6)
k=2

Notiamo che [¢p4(t)]™* = ¢a(—t), e che

Pa(t)pa(s) = dalt + ). (10.1.7)

Il flusso passante attraverso g € G ¢ ge'?, e si ha
9 et =(Lg) A=Al =gA, (10.1.8)

dt o * g

ove A ¢ il campo vettoriale invariante a sinistra generato da A.

In generale, la mappa esponenziale non e surgettiva, ma se il gruppo di
Lie G € compatto e connesso, allora un teorema garantisce che tale mappa e
surgettiva (Nacinovich 2015).

10.2 Geometria dell’algebra di Lie di un grup-
po di Lie

Sia {V1, V3, ..., V,,} una base dello spazio tangente T.(G), G essendo un gruppo
di Lie n-dimensionale. Poniamo (si noti che, in questo ambito, gli indici in
basso svolgono solo il ruolo di enumerare i campi vettoriali) in ogni g € G

(Lg>*vu = X, (10.2.1)

Gli Xﬂ‘g sono n campi vettoriali invarianti a sinistra e linearmente in-

dipendenti. Poiché la parentesi di Lie dei campi X, e X, valutata in g,
appartiene ancora all’algebra di Lie £(G), abbiamo che

[X#, X,,] =Y )X, (10.2.2)
A=1

ove le C’W)‘ prendono il nome di costanti di struttura del gruppo G. Infatti,
applicando il pushforward di L, a tale parentesi di Lie, si trova che

%,

=> C,MNe) Xal,. (10.2.3)
A
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ovvero le costanti di struttura non dipendono da g.
Dall’antisimmetria della parentesi di Lie di X, e X, segue subito 'an-
tisimmetria delle costanti di struttura:

C,=-C,\ (10.2.4)
Inoltre, facendo uso dell’identita di Jacobi
HXM,X,,},XP} + HXZ,,Xp],X#] + HXP,XH],XV} —0,  (10.2.5)

e ivi inserendo, due volte in ognuno dei tre termini, la (10.2.2), si trova

Z [CNV/\C/\,DT + Cup)\C/\pT + CpMAC,\VT} = 0. (1026)

A=1

Sia ora {0} la base duale a {X,}, per la quale
(0", X)) = or. (10.2.7)

A questo stadio, dobbiamo aprire una parentesi per dimostrare la seguente
formula:

dw(X,Y) = X[w(Y)] - Y[w(X)] — w([X,Y]). (10.2.8)

Invero, il calcolo paziente ci mostra che

X)) = 32 X9, ()")

— 3 xv [(auw,,)Y”jLwyauYV , (10.2.9)

pr=1

Viw(X)] = 3 Y9, (w,X")

pr=1

— i yH [(@wy)X” + w,ﬁuX”] ; (10.2.10)

00 - 3 o170

H,v=1

= [WVX“<auY”) —w,,Y”(aHX”)]. (10.2.11)

pr=1
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Dalle (10.2.9)-(10.2.11) troviamo alfine

XwY)] = Y[w(X)] - w([X, Y])

Z [ 0uw)Y" + X0, (9,Y") — Y(9,) X"

Y0, (0, X7 — w, XM, YY) + w,,Y“(@uX”)]

= > (@) (X7 = yrx?)

=1

= dw(X,Y), (10.2.12)

ovvero la (10.2.8) ¢ dimostrata.

~Y

Torniamo ora a studiare la geometria dell’algebra di Lie £(G) = T.(G) e
osserviamo che, in virtu della (10.2.8), si ha (da qui alla (10.2.20), gli indici
greci riprendono a enumerare i vettori e le 1-forme)

do*(X,, X») = X, [HM(XA)] - X, [GN(XV)} —o* ([Xy, XA])
X [5] — X6 — Z o(C,7X,)
= Z C,0"(X,) = — Z C, 7ot

= —C M (10.2.13)

Questa formula ci dice che vale ’equazione di struttura di Maurer-Cartan

1 & N
do" = -2 > Cp0m NG (10.2.14)
a,f=1
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Infatti, dalla (10.2.14) riotteniamo la (10.2.13), poiché

1 n
do"(X,, X5) = =5 Y Cp 0" AP (X,, X))

a,B=1
LS o (00 o pf g8 oo go
=5 Y C(P w8 =07 ©07) (X, X))
a,f=1
1 u m o B 15] le%
= =3 D G (X0) - 67(X,)0° (X))
a,f=1
_ IS crep i LN s
—_5 aBVA+§Z af “v UA
a,B=1 a,B=1
__La “+1 Z C H 6 5P
2 VA 2 Ba v FA
a,f=1
10 w 1 - C H e 5,3
_—5 A —5 Z aB Yv Y\
a,f=1
L. 1 .
_ _ECVA _ 5011)\ — _Cw\ ) (10.2.15)

Definiamo ora una 1-forma # a valori nell’algebra di Lie:
0: T,(G) = T.(G), (10.2.16)

la quale, assegnato X € T,(G), agisce come segue:

0:X —><Lg_1>*X :(Lg)_lx. (10.2.17)

*

Tale 1-forma prende il nome di forma di Maurer-Cartan su GG. Denotando con
{V,.} labase di T.(G), e con {6*} la base di T (G), la forma di Maurer-Cartan
soddisfa I'equazione di struttura

1
do + 50 N0 =0, (10.2.18)

ove "
o => "V, ®do", (10.2.19)

pn=1

n

ono =3 [V@on v, 0| - Xn: VeV @oae.  (102.20)

H,v=1 Hv=1
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Infatti, per un dato Y € T,(G), sviluppato nella base di 7,(G) secondo la
ben nota relazione

Y =) Y'X, (10.2.21)

troviamo per un verso che

n

6(Y) =3 Y*0(X,) = i yh (Lg) :1 [(Lg)*vu}

p=1

=YY"V, (10.2.22)

ove ci siamo avvalsi della proprieta
Xu|g = (Lg)*Vm

mentre per altra via troviamo che

D (Va@on)(Y) = (V,@0")(Y"X,)
pn=1 p,v=1
Z YV, 04 (X Z YV, 0
p,v=1 =1
_ ZYMVM' (10.2.23)

Dovendo tali formule valere per ogni Y, ne concludiamo che deve valere lo
sviluppo

0=> V, 0" (10.2.24)
Quindi, dalle (10.2.14) e (10.2.24) otteniamo

do = Z V, @ do = — Z V, ® C, 0" N6, (10.2.25)

uu)\ 1

mentre dalla sola (10.2.24) abbiamo

1 l — Lo
59/\«9252[\/,,,‘/)\]@0 NG

v, =1

1 n
=3 > CV, 0" Ao (10.2.26)

v A=1
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In virtu delle (10.2.25) e (10.2.26), I'equazione di struttura (10.2.18) ¢ alfine
verificata.

10.3 Azione di un gruppo su una varieta

L’azione di un gruppo G su una varieta M ¢ una applicazione o : GXM — M
tale che (cf. (8.5.25))

ole,p) =p, Vp € M, (10.3.1)

o(g1,0(92,p)) = (9192, p)- (10.3.2)

Ad esempio, per 'azione del gruppo lineare generale sullo spazio euclideo a
n dimensioni, scriviamo

o(M,z) =M -1v=0'= ZMija:j, (10.3.3)
j=1

ove la matrice M € GL(n,R).
Dato un gruppo di Lie G che agisce su una varieta M, la sua azione &
detta

(1) Transitiva se, ¥V p1,po € M, g€ G: o(g,p1) = pa.
(2) Liberase 3p € M : o(g,p) =p=g=ce.

(3) Effettiva se o(g,p) = p V¥ p € M — g = e. Questo vuol dire che
I'elemento unitario e € GG € 'unico elemento che definisce 1’azione banale.
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Capitolo 11

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. IV

11.1 Azione di SL(2,C) sullo spaziotempo di
Minkowski

(I) Come primo passo di questa analisi, costruiamo dapprima un isomorfismo
fra lo spaziotempo di Minkowski e I'insieme delle matrici hermitiane 2 x 2.

(1) Dato un punto z dello spaziotempo di Minkowski, avente coordinate
(20, 21, 2%, 23), ad esso possiamo associare la matrice hermitiana H(x) me-
diante la posizione

3 3
H(z) = Zx“m =21, + Z:L’jaj
©n=0 j=1

o1 Oy (0 1Y, a0 =i, a1 0
=T No 1)\t o) 0o T \o -1

20423 ! —ix?
= (x1 4422 20 _$3) ) (11-1-1)

ove abbiamo chiamato I la matrice unita 2 x 2, mentre le o; sono le tre
matrici di Pauli.

(2) Viceversa, data la matrice hermitiana H(z), otteniamo le coordinate del
punto dello spaziotempo di Minkowski tramite la formula

ot = %tr(TMH(a:)). (11.1.2)

133
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Ad esempio, ToH(x) = [,H(x) = H(x), e quindi

1 1
§tr(7'0H(x)) = §2x0 = 2",

(IT) Come secondo passo, definiamo 1'azione di SL(2, C) sullo spaziotempo di
Minkowski come segue: data A € SL(2,C), consideriamo

o(A,r) = AH(z)AT = Ao x. (11.1.3)

Tale azione rappresenta una trasformazione di Lorentz, e preserva la pseudonor-
ma minkowskiana in quanto

det[o(A, 2)] = (detA)det(H (z)A") = (detH (z))(detAT) = det H ()
= (2°)" = (2)* = (2%)* = (¢%)* = —n(z, ). (11.1.4)
Dette A, B due matrici di SL(2,C), costruiamo ora un omomorfismo due ad

uno, indicato con ¢, tra SL(2,C) e O(3,1) (tale natura due ad uno concorda
con l'essere o(A,z) = o(—A, x) nella (11.1.3)), considerando

A(BH(x)B"A" = ABH(2)B'A" = ABH (z)(AB)'. (11.1.5)

Avvalendoci della notazione per l'azione di un gruppo su una varieta, pos-
siamo rileggere l'equazione (11.1.5) a livelli crescenti di astrazione come
mostrato in tabella:

A(BH(x)B"A" | (AB)H (x)(AB)T
o(A,0(B,x)) o(AB, x)
o(A,B®x) ABG®x

AOBGOz ABG
f(A)f(B) f(AB)

In particolare, A puo essere la matrice di rotazione di un angolo 6 attorno
al vettore unitario 7:

0 0 0
A =exp [—25(7%6)] =cosy Iy —in-o sini, (11.1.6)

n = (cos(¢) sin(p), sin(¢) sin(5), cos(5)), (11.1.7)

mentre ¢ € una notazione concisa per la terna delle tre matrici di Pauli. Tale
matrice A ¢ antiperiodica: A(2mw 4 0) = —A(6).
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Nel caso di un boost lungo la direzione n con velocita v = tanh(«), si ha
invece la matrice

A =exp [%ﬁ-&] :cosh%]2+ﬁ-5sinh%. (11.1.8)

Andiamo ora a dimostrare che 'omomorfismo ¢ mappa SL(2, C) sul grup-
po di Lorentz proprio ortocrono SO*(3,1) definito nella (1.3.13). Per prima

cosa, sia
a b
A= (c d) (11.1.9)

una matrice di SL(2,C), e poniamo
p(A) = A, 2" =) A, (11.1.10)

Per semplicita, sia (2%, 2!, 22, 2%) = (1,0,0,0). Pertanto, dalla seconda delle
(11.1.10) troviamo
2* = A9, (11.1.11)

N : 0
e d’altro canto si puo anche esprimere 2"~ nella forma

R %tr[a(A,x)] = %tr [AH(x)AT]

B lt a b\ (1 0\ (a ¢
27 \e @) \o 1) \b 4
e 2 2 2
- 2(hﬂ 4%|b|—+|c|—+|d|). (11.1.12)
Dal confronto delle (11.1.11) e (11.1.12) troviamo che
1
A%::§(mﬁ4-wﬁ+¢d2+¢dﬁ>. (11.1.13)

Adesso possiamo sfruttare un teorema, che dimostreremo nel capitolo 30,
secondo il quale le matrici di SL(2, C) possono solo essere dei seguenti quattro

tipi (a tal fine si studiano i punti fissi delle mappe di Mébius f(z) = (az+b)

" (cz+d)
ottenute dai coefficienti della matrice A € SL(2,C)):

(i) Tipo parabolico (P), ovvero un solo punto fisso di f(z), e tr?(A) = 4:

A= Ap— (iol f1> (11.1.14)
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(ii) Tipo ellittico (E), ovvero due punti fissi di f(z), e tr*(A) < 4:

A=Ap = <€2 O.w>. (11.1.15)

0 e 'z

(iii) Tipo iperbolico (H), ovvero due punti fissi di f(z), e tr?(A4) > 4

A=Ay = <\/ﬁ i) . (11.1.16)
Al

(iv) Tipo lossodromico (L), ovvero due punti fissi di f(z), e tr?(A) € C:

A:AL:(\/ﬁe . ) (11.1.17)

O 756_ 2

In virth delle (11.1.13)-(11.1.17) troviamo che, nei quattro casi possibili, A%
assume i seguenti valori:

<A00>P 1+ %Iﬂ!Q >1, (11.1.18)
(AOO)E —1, (11.1.19)
(A%) _1 (]/ﬁ] + i) > 1 (11.1.20)
H 2 k| ) =
<A°0> 2 (|p| + i) > 1. (11.1.21)
L2 ol) —
I limite inferiore nelle (11.1.20) e (11.1.21) assume quel valore poiché la
funzione
h:x€R+—>x+i (11.1.22)

ha un minimo assoluto in x = 1, e tale minimo vale 2. Pertanto, in tutti i
casi possibili, abbiamo AY > 1, ovvero & provato che ¢ ¢ una mappa due ad
uno tra SL(2,C) e SO*(3,1).

Adesso studiamo la relazione tra ¢(SL(2,C)) e SO*(3,1). A tal fine
osserviamo che, detta B = B2 una matrice definita positiva, ogni matrice A
di SL(2,C) puo essere scritta nella forma

‘o 2 ) N2
A ez 0 CcoS g sin ge” B
L0 e — sin ge_” cos ’g

= M?N’B;. (11.1.23)
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Questo implica che
detp(A) = (detwp(M))*(detp(N))?(detp(By))? > 0, (11.1.24)

e pertanto, stando solo a questa formula, I'immagine di SL(2,C) tramite
¢ non coincide ancora con SO"(3,1). Ma le formule esponenziali (11.1.6) e
(11.1.8) per rotazioni e boost ci mostrano che, per ogni elemento di SO* (3, 1),
esiste una corrispondente matrice di SL(2,C), cosi che

©(SL(2,C)) = SO™(3,1), (11.1.25)

ovvero (¢ e una applicazione surgettiva.

11.2 Campi vettoriali indotti

Se GG ¢ un gruppo di Lie che agisce su una varieta M, un campo vettoriale
invariante a sinistra (L,).V generato da V' € T.(G) induce naturalmente un
campo vettoriale su M. Definiamo un flusso in M mediante

o(t,p) =€V p, V€ T,(G). (11.2.1)

Tale o(t, p) € un gruppo ad un parametro di trasformazioni, e possiamo allora
definire un campo vettoriale detto il campo vettoriale indotto e qui denotato
mediante

VO = ietvp (11.2.2)

P dt

t=0
Abbiamo dunque una applicazione

0 Te(G) = x(M).
0 —1

1 0
di SO(2). L’esponenziazione di ¢V fornisce

AV (COS(t) —Sin(t)) 7 (11.2.3)

Ad esempio, se M = R?, sia V = < ) un elemento dell’algebra di Lie

sin(t)  cos(t)

e alfine, rendendo esplicita la notazione concisa nella (11.2.2), con = e y
coordinate di p,

o (0 N\ (B (22 __ 0,0
V\p_<1 o )\ \aeay) = yaerxay. (11.2.4)
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Per gruppi di matrici con relativa algebra di Lie, il campo vettoriale indotto
e dunque calcolabile da una formula del tipo

i g0 i 0
XO0=> A o = > B o (11.2.5)
ij i

Un altro esempio si ottiene considerando il gruppo G = SO(3) e la varieta
M = R3. In tal caso, le rotazioni attorno agli assi x, v, z sono descrivibili a
partire dalle tre matrici

00 O
R.=(0 0 -1/, (11.2.6)
01 0
0 01
Ry,=( 0 0 0], (11.2.7)
-1 00
0 -1 0
R.=11 0 0], (11.2.8)
0 0 O
con associati campi vettoriali ottenibili dalla (11.2.5):
0 0
R, =y— — 2—, 11.2.9
Yoz Z@y ( )
0 0
0 9,
R, =2——y—. 11.2.11
Yoy Yo ( )

11.3 La mappa aggiunta

Se G e un gruppo di Lie a dimensione finita, la mappa aggiunta ad, € una
applicazione da G in G definita come segue:

ad, : g—a0gO a = La(Q) © a ' = La<Ra_1 (g))
— Ry (L(g)), Va € G. (11.3.1)

Dopo aver introdotto la notazione

pal9) =a®g@a™!, YaeG, (11.3.2)
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si riconosce che

Pab(9) = (@O OgO (@O =a0bOgOb T O
= a0 @(9) ©a™" = palps(9)): (11.3.3)

Notiamo ora che
ady(e) =a®e®a'=a0a ' =e. (11.3.4)
Pertanto, poiché il pushforward della mappa aggiunta ¢ una applicazione
(ade)s : TH(G) = Taa, (o) (G), (11.3.5)

scopriamo che, posto g = e, si puo definire la mappa aggiunta per I’algebra
di Lie, ovvero I’applicazione (teniamo presente la (11.3.4))

Ad, : T.(G) — Tada(e)(G) =T.(G). (11.3.6)
In altri termini, la mappa Ad, e definita come
Ad, = (ada)*|Te(G) . (11.3.7)
Riconosciamo inoltre che vale I'omomorfismo

(ada> * (adb> = <adab> = (Ad)a <Ad) = <Ad> . (11.3.8)

e la relazione

o), (o),

Se G & un gruppo di matrici, g un elemento di G, V' un elemento di T.(G),
eV il sottogruppo ad un parametro generato da V, allora ad, agisce su eV
come segue:

- 1 . 1
e~ n@ = Ade = (Ada) ™ (11.3.9)

g etv gfl = ethgii (11310)
da cui a sua volta
d tV d (tgVg™1) -1
Ad,V = E[adge } = e = gVg L. (11.3.11)
t=0 t=0
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Capitolo 12

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. V

12.1 Rappresentazioni riducibili e irriducibili

Sappiamo che una rappresentazione di un gruppo G (capitolo 8) studia G
mediante trasformazioni lineari di spazi vettoriali; essa si dice unitaria se le
matrici U della rappresentazione sono unitarie, ovvero

UUt=UU = 1. (12.1.1)

Tali rappresentazioni conservano il prodotto scalare tra i vettori di uno spazio
vettoriale complesso. Ogni rappresentazione di un gruppo compatto di Lie
o di un gruppo finito e equivalente ad una rappresentazione unitaria, ovvero
esiste una trasformazione che la rende unitaria.

Dato g € G, se D & una rappresentazione di G e D(g) denota I'immagine
di g tramite D, allora D*(g) denota la complessa coniugata di D(g). Ad es-
empio, se in corrispondenza ai generatori {7;} abbiamo una rappresentazione

D tale che
D(g) = exp [z > T, (12.1.2)
l
la rappresentazione complessa coniugata ha immagine
D*(g) = exp [—i Z a1} (12.1.3)
!

I generatori della rappresentazione complessa coniugata sono quindi 7, =
—T}*. Se non esiste una S invertibile tale che

STS™! = -1T7, (12.1.4)

141
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allora le immagini D(g) e D*(g) hanno autovalori distinti.

Date due rappresentazioni D e E del gruppo G, il loro prodotto diretto
¢ la rappresentazione che agisce sullo spazio vettoriale ottenuto dal prodotto
tensoriale tra i vettori di base di D e E, ovvero

[D(g)ui] © [E(g)vi] = [D(g) © E(g)](ui @ vi). (12.1.5)

Una rappresentazione ¢ detta riducibile se la matrice ad essa associata si puo
trasformare, attraverso similitudini, in una matrice a blocchi, ad esempio se
si ha

A0 0
D=|0 B 0], (12.1.6)
00 C

ove A, B,C hanno dimensioni in generale diverse. Si dice allora che D e
riducibile, poiché ¢ costruita da rappresentazioni piu piccole. Ad esempio,
se A € una matrice 2 X 2, B € una matrice 3 X 3 e C' & una matrice 2 x 2,
scriveremo che

ai; Q12 0 0 0 0 0
a1 Q929 0 0 0 0 0
0 0 b11 b12 b13 0 0
D=0 0 by by by 0 0 (12.1.7)
0 0 bgl b32 b33 0 0
0 0 0 0 0 C11 C12
0 0

0 0 0 Co1 C29

Le matrici A e C' operano su vettori bidimensionali, mentre B opera su
vettori tridimensionali. Lo spazio vettoriale sul quale opera D si decompone
quindi in sottospazi invarianti, grazie alla forma a blocchi. Puo esistere una
trasformazione S, che diagonalizza A, ma non diagonalizza né B né C| e lo
stesso si puo dire se esiste Sg 0 S¢. Un generico vettore dello spazio su cui

opera D si puo esprimere come d = < @, b, 5}, ove a appartiene al sottospazio

sul quale opera A, b al sottospazio sul quale opera B, e ¢ al sottospazio sul
quale opera C.

Le rappresentazioni che invece non possono essere scritte in una forma a
blocchi, ovvero che non hanno matrici di dimensione > 2 lungo la diagonale,
sono dette urriducibili. Una rappresentazione riducibile si puo descrivere
completamente attraverso le rappresentazioni irriducibili che ne formano i
blocchi. In particolare, per la D prima introdotta, diciamo che essa e la
somma diretta delle rappresentazioni irriducibili A, B e C, e scriviamo

D=A®BaC. (12.1.8)
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Per i gruppi di Lie compatti, ogni rappresentazione unitaria ¢ riducibile, e
ogni rappresentazione irriducibile ha dimensione finita.

12.2 Generatori di Lorentz e Poincaré

Nei capitoli 1 e 11 abbiamo studiato il gruppo di Lorentz, e qui ci soffermiamo
su SO™(3,1), nel quale le matrici A% hanno determinante =1 e A% > 1. Le
associate trasformazioni di Lorentz

sono dette proprie ortocrone. Questo ¢ un gruppo di Lie non compatto
caratterizzato da sei parametri. La non compattezza e dovuta al fatto che
tre parametri possono variare nell’intervallo [—o00, 00]. Nello spaziotempo di
Minkowski possiamo trasformare solo le componenti spaziali di z#, lasciando
invariata la componente temporale:

3
7 = ZAiﬁx’B, 2" = 20,
B=0

Allora otteniamo le rotazioni proprie tridimensionali, che formano un gruppo
compatto a tre parametri, con i generatori L’: L' = L,, L* = L,, L* = L,.
Se si fa trasformare anche la componente z°, si ottengono i boost. Queste
trasformazioni dipendono dalla velocita di un sistema di riferimento rispetto
all’altro, e quindi dipendono da tre parametri. Quando si scrivono i boost in
forma esponenziale, si ottiene una forma che ricorda quella delle rotazioni,
ma con le funzioni iperboliche cosh e sinh al posto di coseno e seno. Questo
rende possibile 'ottenere i tre parametri «; che ricorrono nell’esponenziale in
funzione delle componenti di E = g, secondo

Poiché f; € [—1, 1], ne segue che «; € [—00,00]. I generatori dei boost sono
indicati con K% i = 1,2, 3. Gli elementi di SO (3, 1) si possono scrivere nella
forma

A, d) = exp[ —i¢-L—id- X} (12.2.2)

I sei generatori di SO™(3, 1), che si ottengono dallo sviluppo delle A, soddis-
fano le seguenti regole di commutazione:

3
(K7 K" =—i) &' L (12.2.3)
s=1
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3
L, K' =i) &' K, (12.2.4)
s=1
(L7, L] = —[KI, K']. (12.2.5)

-

I generatori L e K possono essere conglobati in un generatore tensoriale
antisimmetrico M7 con sei componenti indipendenti, ovvero

3
MY =K'= —-M", MY =Y e I (12.2.6)

k=1
Anche i parametri possono essere conglobati in un tensore antisimmetrico

w*? cosi che

— - — 1
. 7K = — af
o L+d K= > w M. (12.2.7)
a,3=0
Dal capitolo 1 sappiamo che il gruppo di Poincaré ¢ il prodotto semidiretto
del gruppo di Lorentz O(3, 1) e delle traslazioni T'(a):
P=0(3,1)@T(a). (12.2.8)

Il gruppo proprio di Poincaré consiste di infiniti elementi dati dal prodotto

—

t(a)A(¢, @), ove t(a) € T(a) e A(p,@) € SOT(3,1). Gli elementi di T'(a) sono
t(a) = exp(—id - P), (12.2.9)

ove P* sono i generatori delle traslazioni. Un elemento del gruppo proprio
di Poincaré trasforma il vettore z* in

3
" = ZA‘,‘,((E, a)z¥ + a*. (12.2.10)
=0
Nel caso di trasformazioni infinitesime, questa formula diventa

't Z [I —1a - P}M[I%—iw . M}pxy- (12.2.11)

3
p,v=0 r Y

Per i dieci generatori del gruppo proprio di Poincaré, M* e P, si trovano
dunque i commutatori

[P“,P"} —0, (12.2.12)

[MW,PA] _ '(n”Pu - nu*P”), (12.2.13)



12.3. LE RAPPRESENTAZIONI UNITARIE DEL GRUPPO DI LORENTZ145

[MW, MM] _ '<77WMVA NES VLY V. n””M’“). (12.2.14)

I due operatori di Casimir, che permettono di identificare le rappresentazioni
irriducibili del gruppo proprio di Poincaré, sono

2 o o
C,=P.-P= [PO} _P.P, (12.2.15)
2 =, —
Co=W-W :[WO} —WW, (12.2.16)
ove W ¢ il quadrivettore di Pauli-Lubanski avente componenti
13
W=7 > &P, M, (12.2.17)
v,0,p=0

Si noti che P - W = 0 in virtu dell’antisimmetria del tensore €#*°?. Pertanto
solo tre componenti di W sono indipendenti. In particolare, si ha (ponendo
J=I+3)

WO=P.J, W=PJ-PAK. (12.2.18)
La non compattezza del gruppo proprio di Poincaré, che deriva dalla non
compattezza sia di SOT(3,1) che del gruppo delle traslazioni, comporta che
le rappresentazioni irriducibili a dimensione finita non sono unitarie (eccezion
fatta per il caso unidimensionale).

12.3 Le rappresentazioni unitarie del gruppo
di Lorentz

Nel suo articolo del 1932, E. Majorana (1932) fu il primo a studiare le rap-
presentazioni unitarie del gruppo di Lorentz. Majorana stava studiando
un’equazione d’onda lineare del tipo Dirac:

(BE+a-p—BM =0, (12.3.1)

e voleva evitare soluzioni a energia negativa. Pertanto richiese che 3 fosse un
operatore definito positivo, cosi che la funzione d’onda dovesse trasformarsi
secondo una rappresentazione unitaria del gruppo di Lorentz. Il suo argomen-
to si basava su un principio d’azione a partire dal quale derivare I’equazione
d’onda (12.3.1) in modo variazionale. A tal fine, I’azione appropriata &

/d4x VNE +ad-p— BM)y.
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Se [ & definito positivo, si puo ridefinire la funzione d’onda secondo la

relazione B
v =/B, (12.3.2)
cosi che, ponendo (Casalbuoni 2006)

—

=81 T=—=da (12.3.3)

-

1
T
I’azione diventa

/d4 ot (POE yT-5— M) b (12.3.4)

Da questa si ottiene I’equazione d’onda

(Zrﬂp - ) =0, T, = (I, T), p* = (E. 7). (12.3.5)

Richiedendo la Lorentz invarianza dell’azione (12.3.4), ne segue che lo stes-

so deve valere per vT1). Pertanto, sotto una trasformazione di Lorentz, 1
deve trasformarsi come una rappresentazione unitaria del gruppo di Lorentz,
OVVero

=8y, $Ts =85t =1T. (12.3.6)

Il passo successivo di Majorana fu il calcolo delle relazioni di commutazione
dei generatori del gruppo di Lorentz, che abbiamo gia scritto nel paragrafo
precedente. Gli L’ e K7 sono legati ai generatori covarianti L* = M dalle
relazioni (d’ora in poi i nostri L sono i J di Casalbuoni (2006))

3

1 . . .
DN (1237

1,7=1

Poiché i boost sono operatori vettoriali, la loro azione sulla base |j,m) del
momento angolare puo essere scritta nella forma

K+‘j7 m> = Oél(jam)‘j - 17m+ 1) + ozg(j,m)\j,m—i— 1)
+az(j,m)|j +1,m+ 1), (12.3.8)

K-'ja m> = a4(j,m)|j - 17m - 1) + a5(j,m)|j,m - 1>
tag(j,m)|j + 1,m — 1), (12.3.9)

K3|j7m> = Oé?(j, m>|j - 17m> + Oég(j,m)U, m>
+ag(j,m)|j +1,m), (12.3.10)
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ove, avendo posto

A= ok 1 \/<j2—<jo>2><j2—<j1>2>’ (123.11)

G +1) j (452 - 1)

si ha

=B/ (j—m)(j—m—1),
-—ﬁ4¢]— )G +m+ 1), (12.3.12)

%Umﬁz&ﬂ¢0+m+DU+m+m, (12.3.13)
ay(j,m) = =B/ (j +m)(j +m — 1), (12.3.14)
as(j,m) = —A;\/(G+m)(j —m+1), (12.3.15)

%Umwz—jﬂ¢j—m+nw—m+m, (12.3.16)
= B/ —m)(j +m), as(j,m) = —mA;, (12.3.17)

%UWOE—jH¢j+m+DU—m+U. (12.3.18)

Questi elementi di matrice dipendono dunque dalla coppia (jg,j1). Tali nu-
meri caratterizzano i valori assunti dagli operatori di Casimir del gruppo di
Lorentz, ovvero

3
1 v 7 > . .
=5 > Lwl =L = K* = (o)’ + ()" — 1, (12.3.19)
,v=0
1 3
Cr= N DL =20 K = 2ijoj. (12.3.20)
w,v,p,0=0

Dunque (jo, j1) € (—7jo, —71) forniscono rappresentazioni equivalenti, e pos-
siamo scegliere jo > 0.

Per rappresentazioni a dimensione finita, si ha j; = jnax+1. A dimensione
infinita, il contenuto di spin della rappresentazione ¢ jg,jo + 1,.... Fin qui
entra in gioco solo la natura irriducibile della rappresentazione. La richiesta
di unitarieta seleziona poi due serie di rappresentazioni:

(i) Serie principale:
. , 1
Jo=k, k=1,2,..., 00 oppure jg = k—|—§, k=0,1,2, ..

J1 =1ta, a € R.
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(ii) Serie supplementare:
Jo=0, j1 € —1,1[.
Majorana considero le scelte (jo =0,71 = %) e (jo = %,jl = 0), per le quali

i Casimir assumono i valori C} = —%, C5 = 0, poi calcolo gli elementi di

matrice dell’operatore I',. Majorana calcolo le relazioni di commutazione

[ Lo T | = i(Tuivp = Do), (12.3.21)

Gli elementi di matrice di I, si possono ottenere osservando che, una volta
che T'y € noto, i I'; possono essere calcolati da

Ty = —i[K;, To). (12.3.22)
Notando che
<j/7 m,‘FOUJ m> - <j7 m|F0|ja m>5jj’6mm’7 (12323>
e usando
Lo = [[K;,To], Kil, (12.3.24)
Majorana ottenne (poiché T'y ¢ fissato a meno di una costante)
: : o1
(G, mIToljsm) = j + 5. (12.3.25)

Passando al sistema di riferimento a riposo, Majorana trovo lo spettro di
massa

Mj =1 ] :jo,j0+1,..., (12326)

(U +3)
ove jo = 0 oppure % Le due rappresentazioni considerate da Majorana sono le
uniche rappresentazioni irriducibili per le quali si riesce a soddisfare i vincoli
di consistenza per ottenere un’equazione d’onda relativistica che coinvolge

un operatore quadrivettoriale.

12.4 Struttura metrica dello spaziotempo di
Minkowski

Dopo i gruppi di Lorentz e Poincaré, il prossimo gruppo di interesse fisico
e il gruppo conforme. A tal fine, presentiamo finalmente in modo accurato
il concetto di metrica per lo spaziotempo di Minkowski, che finora era un
concetto assunto implicitamente come noto.
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La metrica n di Minkowski in un punto p della varieta differenziabile
M connessa, di Hausdorff e con funzioni di transizione di classe C* ¢ una
applicazione

77|p  T,(M)®T,(M) — R (12.4.1)
simmetrica:
bilineare e non degenere, espressa da un tensore di tipo (0, 2):
3
n,= > nw| E"®E". (12.4.3)
p,v=0 »

La valutazione di tale tensore su una coppia di vettori di base dello spazio
tangente fornisce

o 0 >
My (@’ W) - M;() N (E¥, eq) (B, ep)

3 3
Ozt Oz Y
= D Mwgrages = 2 ok
H,v=0 w,r=0

= Tagl, - (12.4.4)
La metrica inversa ¢ un tensore di tipo (2,0):

3
=Y ) e®e, (12.4.5)

,v=0

1

ove la valutazione di n~" su una coppia di vettori di base dello spazio cotan-

gente fornisce
n (B EY) = (7)Y (12.4.6)

La matrice di tali componenti controvarianti ¢ la matrice inversa di 7,,,
OVVero

3
1\ VA
S e (7N =0, (12.4.7)
v=0
Noi useremo la convenzione secondo cui tali matrici sono entrambe
diag(—1,1,1,1).

Dalla (12.4.4) vediamo che, valutando 7 su una coppia di vettori X e Y
si trova

3
NX,Y) =) nuX"y’. (12.4.8)

H,v=0
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Pertanto, un generico vettore X € T,,(M) ha una pseudonorma quadra

Z N X" XY = ZM : (12.4.9)

p,v=0

e viene detto di tipo tempo, luce o spazio a seconda che sia n(X, X) < 0,
n(X,X) =0, n(X,X) > 0, rispettivamente. Dunque i vettori di interesse
fisico giacciono all’interno o sulla frontiera topologica di un cono, il cono luce.
La struttura di cono luce ¢ la novita della geometria lorentziana rispetto alla
geometria riemanniana. All’esterno del cono luce ci sono solo i vettori non
fisici, quelli di tipo spazio. Poiché 7 realizza I'isomorfismo fra T,,(M) e T (M),
si ha
3 3
> X = Xy, ZXM = X" (12.4.10)

u=

12.5 Trasformazioni conformi in dimensione
4

Sotto una trasformazione di coordinate nello spaziotempo di Minkowski,
otteniamo la metrica

Ny = ang Ndx"" @ dx'®
pcrO
896”)8:16’0
_ i Bt EY, 12.5.1

che dunque puo venire a trovarsi in una certa relazione con la metrica

Z M () E* @ E.

w,v=0

In particolare una trasformazione conforme, che dalla teoria generale scriverem-
mo nella forma

M (X, £Y) = Q% nl, (X,Y), (12.5.2)
assume la forma (cf. la (12.5.1) e Ginsparg 1991, Qualls 2015)

8:}6”’ oz'? ,
Z oo (1) 5 5 = A (2 (). (12.5.3)

p,0=0
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In questa formula, se A(x) = 1 riotteniamo il gruppo di Poincaré, mentre se
A(x) & una costante # 1 otteniamo delle trasformazioni di scala globali.
Nel caso di trasformazioni infinitesime al primo ordine in ¢:

" =t + e (z) + 0(e?), (12.5.4)
il membro di sinistra della (12.5.3) diventa

3
Oe? 0e?
P 2 o 2
Z oo (6“ * OxH O )) <5V - oz O ))

p,0=0

B e, Oey 9
_mw+(&y+aw)+0@y (12.5.5)

Affinché tale trasformazione infinitesima sia conforme, vediamo che, al primo
ordine in ¢, deve aversi

Ouey + 0uey = ()N, (12.5.6)

ove la funzione f ¢ calcolabile moltiplicando ambo i membri della (12.5.6)
per le componenti controvarianti di 7 e poi sommando su tutti i valori di
evda0 a3, dacul

1 1
fla)y =35 o', = Sdiv(e). (12.5.7)
Sostituendo questa nella (12.5.6), troviamo

Dpes+ ey — %(div(e))n,w. (12.5.8)

Il nostro operatore divergenza e

3 3
div(e) = Z@“eu = Z (n )" 0, = n ' (grad, e), (12.5.9)
n=0 w,v=0

ovvero div = n_l(grad’ ')7 ove grad = (%’ 3%7 8;227 8;23)
Dalle (12.5.5)-(12.5.8) troviamo che

1
A@g:1+§MW@»+O@%. (12.5.10)
Agendo sulla (12.5.8) con 0" e sommando su v, otteniamo

D, (div(e)) + D, = %8M(div(s)), (12.5.11)
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ove
3

3
O0=>0.0"= > (n")" 0,0, (12.5.12)
n=0

n,v=0
e 'operatore d’onda in Minkowski (1'operatore di d’Alembert). Agendo sulla
(12.5.11) mediante 0, si trova

0,0, (div(e)) + Od,e, = %8#8,,(div(5)). (12.5.13)

Nella (12.5.13) scambiamo poi g con v e sommiamo membro a membro le
equazioni risultanti, trovando

20,0, (div(e)) + O(0,e, + Ove,) = 0,0, (div(e)), (12.5.14)

e ivi inseriamo la (12.5.8), da cui
(me + 2auay) (div(s)) = 0. (12.5.15)

Da tale equazione troviamo alfine

S° ()" (ma + 20,0, ) (div(e) = 0= O(div(e)) =0.  (12.5.16)

=0

Agiamo ora con d, sulla (12.5.8) e permutiamo gli indici a ottenere

1
0,0 + 0,0 = S Op(div(e), (12.5.17)
0,0, + 0,04y = 1D iV (e)), (12.5.18)
0,0hy + 0udyzy = SmuyDy(div()) (12.5.19)

Se ora sottraiamo la (12.5.17) dalla somma di (12.5.18) e (12.5.19), troviamo

1 .
0,0,¢, = 1( = By + oy + 10 ) (v (£)). (12.5.20)

12.6 Trasformazioni conformi infinitesime in
dimensione 4

La (12.5.16) comporta che div(e) puo essere al piu lineare in x*, e pertanto
g, puo essere al pitt quadratica in z”, ovvero

3 3
Ep = ay + Z bua” + Z ChpT” TP (12.6.1)
v=0

v,p=0
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Qui i coefficienti a,,, by, ¢, SONO tutti molto minori di 1, e cup = Cupp). La
nostra deve essere una trasformazione conforme indipendentemente dal valore
di 2#, e quindi possiamo studiare individualmente i termini nella (12.6.1).

Per primo, consideriamo a,,. Questo termine corrisponde a una traslazione
infinitesima, e ’associato generatore e 'operatore momento

P, = —id,. (12.6.2)

Il termine lineare in x e piu interessante. Inserendo un termine lineare in x
nella (12.5.8) si trova

1< .
b + b = 5 > 7 byo (12.6.3)

p,0=0

Quindi b, deve avere la forma
b;u/ = aNyy + Myy, (1264)

ove My, = —My,, € a ¢ un parametro. Il tensore m corrisponde a rotazioni
di Lorentz infinitesime

o = 23:(55 + mﬁ)x”. (12.6.5)

v=0

Il generatore corrispondente a queste rotazioni e l'operatore di momento
angolare
L, =i(x,0, — x,0,). (12.6.6)

La parte simmetrica di questa espressione corrisponde a trasformazioni di
scala infinitesime

2" =1+ o)z, (12.6.7)
con associato generatore
3
D=—i) a0, (12.6.8)
n=0

Quanto ai termini quadratici in z nella (12.6.1), se li inseriamo nella
(12.5.20) troviamo

3
1 E : v
Cuvp = nupby + nuubp - T]I/pbuy bM = Z CVM' (1269)
v=0
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Le (12.6.9) danno luogo alle trasformazioni conformi speciali. Dalle (12.5.4),
(12.6.1) e (12.6.9) troviamo che queste hanno la forma infinitesima

" =t 4 2(z - b)at — ()b, (12.6.10)
il cui corrispondente generatore e
3
K, =—i (2% > 2, - :1:28u> : (12.6.11)
v=0

Mettendo assieme queste nuove espressioni di generatori con i familiari ge-
neratori di Poincaré, si trova l'insieme completo dei generatori del gruppo
conforme (non numeriamo l’equazione per evitare ripetizione con le prece-
denti):

3
P,=—id,, L., =i(z,0, — 2,0,), D= —i Zx“@“,
pn=0

3
K,=—i (23% Zx”@V — :1728M> .
v=0

12.7 Trasformazioni conformi speciali in for-
ma finita

La forma finita delle trasformazioni conformi speciali e espressa dalla re-

lazione
at — (x - x)bH

— . 12.7.1
‘ 1-2(0b-2)+ (b-b)(x-2) ( )
L’associato fattore di scala ¢ il quadrato del denominatore, ossia
2
A() :(1 —2(b-2)+ (b b)(a- x)) . (12.7.2)

Dalla (12.7.1), vediamo che in z* = < il denominatore si annulla, e da z*
si passa dunque a un punto all’infinito. Per definire trasformazioni conformi
globali finite si deve ricorrere alla cosiddetta compattificazione conforme, che
non abbiamo tempo di trattare.

I commutatori dei generatori del gruppo conforme sono

[D, P.] =iP,, (12.7.3)

[D7 Kﬂ] = —iK

s

(12.7.4)
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(K P)] = 2i(0u D — Lyw), (12.7.5)

(K, L] = 1o Ko — mp K ), (12.7.6)

[Py, L) = i(npu Py — npP), (12.7.7)

Ly, Lol = i(up Lo + Mo Lup = NupLve = Mo Lyp)- (12.7.8)

In dimensione d > 2, il conteggio dei generatori fornisce

d—1
1 dilatazione + d traslazioni + d tr. conformi speciali + % rotazioni,

ovvero (dHd+2) generatori, che sono quindi 15 se d = 4. Si possono anche

definire i generatori nella forma

1
Juw = Ly, Jo1p = §<Pu = Ku), Jou=5(Bu+ Ky, Jop=D, (12.7.9)

N | —

1 cul commutatori soddisfano

[Jmns Ipg] = i (Mg Inp + NnpImg — MmpIng — NngImp)- (12.7.10)
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Capitolo 13

Geometria riemanniana. 1

13.1 Concetto di metrica

minciamo or udiare quel ram metri ipen un
Co clamo ora a studiare quel ramo della geometria che dipende da una
peculiare struttura aggiuntiva, ossia I'introduzione di una metrica.

Definizione 13.1. Data una varieta differenziabile M, una metrica rieman-
niana g su M & un campo tensoriale di tipo (0,2) su M che soddisfa le
seguenti proprieta per ogni p € M (definiamo g, = g|,):

g (UV)=g,(V,U)VYU,V € T,(M), (13.1.1)

gp(U,U) > 0VU € T,(M). (13.1.2)

Dunque g, ¢ una forma bilineare, simmetrica, definita positiva.
Le metriche pseudoriemanniane sono di interesse in relativita, e per esse
vale la (13.1.1), mentre la (13.1.2) viene rimpiazzata dalla condizione

g6p(U,V)=0VU € T,(M) = V =0, (13.1.3)
ovvero (cf. la (13.1.9))
> gV =0V U € T,(M)= V =0. (13.1.4)
A A=1

Tale g,(U, V) ¢ il prodotto interno naturale di due vettori di 7},(M) se esiste
la metrica. Poiché g, € una applicazione da T,(M) ® T,(M) a valori in R, si
puo definire una applicazione lineare

g(U, ) = T,(M) = R, (13.1.5)
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una volta posto E* = dx*, e, = a%w mediante lo sviluppo in termini dei
prodotti tensori dei vettori di base di T, (M):

9= gup)E"®E", (13.1.6)

=1

e considerando le valutazioni (ove usiamo ripetutamente la (5.6.3))

gp(U7 ) = Z g,uVUa E# ea Z g,wU“E”
wv,a=1 p,r=1
= ZU EY =) (wu)E", (13.1.7)
v=1
gp_l(w7> - 7((")7 ): Z Y Wa<€u,Ea>
wv,a=1
= Zwyell = Z(Uw)yey' (].3].8)
v=1 v=1

La (13.1.7) esprime compiutamente come generare una 1-forma a partire da
un vettore tramite la metrica. La (13.1.8) ci indica poi come la valutazione
della metrica inversa su una 1-forma genera un vettore. Nella letteratura
fisica, si scrive sovente che sono stati abbassati o alzati gli indici mediante
la metrica, che esprime I'isomorfismo non naturale fra T,(M) e T, (M). Le
componenti della metrica g usate nel calcolo si ottengono valutandola su due
vettori di base, ovvero

9ur (D) = gp(eps €) Z Gas (B, e ) (E° e,). (13.1.9)

a,f=1

La (g,w) € la matrice delle componenti di g ottenute dalla (13.1.9). La metrica
inversa 7 = ¢g~! usata nella (13.1.8) ¢ tale che

> gun =10, (13.1.10)
v=1
e la si esprime nella forma
g7 =Y () e (13.1.11)
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Nella letteratura fisica, si chiama metrica anche ’elemento di linea al
quadrato, senza i prodotti tensori, ovvero

ds’ = Y gudatda”. (13.1.12)

H,r=1

Se una metrica ¢ riemanniana, la matrice (g,,) ha autovalori tutti positivi.
Se invece g ¢ pseudoriemanniana, (g,,) ha k autovalori positivi e [ autovalori
negativi. In particolare, se [ = 1, la metrica g e detta lorentziana. Se la
varieta M ha dimensione 4, (k,l) = (4,0) oppure (3, 1) oppure (2,2) nei casi
riemanniano, lorentziano e ultraiperbolico, rispettivamente.

Una volta che la matrice (g,,) ¢ diagonalizzata mediante un’opportuna
matrice ortogonale, e facile ridursi ad avere solo 1 sulla diagonale princi-
pale. Casi particolari sono la metrica euclidea diag(1,1,1,1) e la metrica di
Minkowski diag(—1,1,1,1). Se la varieta (M, g) e lorentziana, un vettore U
e di tipo tempo se g(U,U) < 0, di tipo luce se g(U,U) = 0, di tipo spazio
se g(U,U) > 0. Dunque, come gia abbiamo detto discutendo la struttura
metrica dello spaziotempo di Minkowski, i vettori fisici giacciono all’interno
o sulla frontiera topologica del cono luce.

Una wvarieta riemanniana ¢ una classe di equivalenza di coppie (M, g),
dove le metriche riemanniane h e g sono equivalenti se un diffeomorfismo
mappa h in g. Un esempio semplice ma importante ¢ (R™,§), lo spazio
euclideo m-dimensionale.

Se M & una sottovarieta della varieta riemanniana (N, gy) ese f : M — N
¢ 'embedding che induce la struttura di sottovarieta di M, allora il pullback
f* induce su M la metrica naturale g); = f*gn. Le componenti di gj; sono

_ af* of°
(930, = aZg: (98)as 5 0 (13.1.13)
ove f% sono le coordinate di f.

Esempio 13.1. Dette (6, ¢) le coordinate polari di S? immersa in (R3,§), si
ha la mappa di inclusione

f:(0,0) — (sin(f) cos(¢),sin(f) sin(¢), cos()), (13.1.14)

da cui otteniamo la metrica indotta su S?:

> gwErQE =>4 afaafﬁEu@)E,,

B Oxv
g o, B,u,v

= df @ df + sin*(0)d¢ ® do. (13.1.15)
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Esempio 13.2. Sia 77 il toro immerso in (R3,4§) con mappa di inclusione
(sia R >r)

F:00,0) = <(R + 7 cos(8)) cos(¢), (R + 7 cos(6)) sin(¢), r sin(9)>. (13.1.16)
Dalla (13.1.13), la metrica indotta su T2 & quindi

g=r°d) ®df + (R+rcos(h))’do @ do. (13.1.17)

Esempio 13.3. Siano y* coordinate locali sulla varieta M con metrica g,
e 2° coordinate locali sulla varietd Y immersa in M. La metrica su ¥ ha
componenti

Vi = guyiy’, (13.1.18)
p,v=1
ove y’j = %. La metrica v ha una inversa I' = fy‘l definita dalla condizione

>k =5k, (13.1.19)

J

Si definisce allora un campo tensoriale ¢ di tipo (2,0) che prende il nome di
metrica indotta su X e avente componenti controvarianti

¢ =Y yhyTh. (13.1.20)
2
Il campo tensoriale ¢ e un proiettore su M in quanto, per prima cosa,
> diah = dh (13.1.21)
e inoltre, detto n” il vettore normale a X, si ha
> ghn’ =0. (13.1.22)
v=1

Le componenti controvarianti della metrica g di M sono allora
(67" = ¢ +ntn”, (13.1.23)
ovvero, in notazione libera da indici,

g=q+nen. (13.1.24)
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13.2 Una notazione originale per vettori e 1-
forme

Le lettere X e w non dicono a vista che stiamo studiando campi vettoriali
e campi di 1-forma, e inoltre fanno ricorso ad un alfabeto che non & quello
usato da cinesi, indiani e iraniani, ad esempio. A tal proposito, noi abbiamo
concepito la seguente notazione alternativa (Esposito e Fionda 2024):

(i) Vettori tangenti: anziché scrivere X, per il vettore tangente a M in p,
scriviamo ( )g, ove lo spazio bianco all'interno della parentesi tonda so-
stituisce la lettera X, il simbolo ® rappresenta il punto p, e la freccia ver-
so l'alto denota la natura vettoriale. Dunque consideriamo l'applicazione
di sostituzione (in queste equazioni non usiamo punteggiatura, per evitare
confusione con i nostri simboli)

X, — ()} (13.2.1)

(ii) Campi vettoriali: poiché I’assegnazione liscia di un vettore tangente al
variare del punto p su M produce un campo vettoriale indipendente da p,
stavolta scriviamo

X— () (13.2.2)

(iii) 1-forme: ci basta cambiare il verso della freccia nella (13.2.1), ovvero

wp — ( oy (13.2.3)

(iv) Campi di 1-forma: analogamente alla (13.2.2), sparisce la dipendenza
dal punto, e basta invertire il senso della freccia. Pertanto scriviamo

w— () (13.2.4)

(v) Campi tensoriali: usiamo tante frecce verso l’alto quanto ¢ l'ordine di
controvarianza, e tante frecce verso il basso quanto ¢ 'ordine di covarianza.
Ad esempio, per un campo tensoriale di tipo (2,4) scriviamo

U (13.2.5)

(vi) n-ple di campi vettoriali: qui abbiamo bisogno di un simbolo diverso dalle
frecce, che rappresenti il nostro contare i campi vettoriali che compongono
la n-pla. Dunque noi proponiamo di usare la notazione

( I (13.2.6)

~

ove l'ondina ~ sostituisce 'indice o che conta i campi vettoriali della n-pla.
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13.3 Forme quadratiche e simboli di Christof-
fel

Stiamo qui per scoprire l'esistenza dei simboli di Christoffel. A tal fine,
premettiamo che, ancora nel Novecento, i tensori simmetrici di tipo (0, 2)
erano detti forme differenziali quadratiche. Orbene, due di tali forme

n n
f=> a,E'®FE, f=)Y bE" ®FE" (13.3.1)
r,s=1 r,s=1
sono dette essere equivalenti, le a, essendo funzioni assegnate delle variabi-
li indipendenti !, ..., 2", e similmente per le b,, e le variabili indipendenti
2, .., 2'™, se & possibile esprimere le 2 mediante le variabili 2/ in modo tale
che la forma f si trasformi nella forma f’. Per I'equivalenza delle forme f
e f’ & quindi necessario e sufficiente che si possano determinare n funzioni
incognite
g =2, "), Vi=1,...n, (13.3.2)

1 . . .
@ equazioni alle derivate

in modo tale da soddisfare simultaneamente le
parziali del primo ordine
ok

=> an 2 ax”“ ax'S' (13.3.3)

i,k=1

Poiché ”("+1) > n, ¢ chiaro che I'equivalenza delle forme f e f’ richiede par-
ticolari relaz1on1 tra i coefficienti. Al fine di verificare la compatibilita delle
equazioni (13.3.3), conviene studiare le equazioni risultanti dal prendere le
derivate delle (13.3.3). Stiamo avviandoci ad ottenere le formule di Christof-
fel, che implicano che tutte le derivate seconde delle funzioni incognite x sono
espresse attraverso le loro derivate prime rispetto alle variabili indipendenti.
A tal fine, deriviamo le (13.3.3) rispetto ad una qualsivoglia delle variabili
1z, sia questa 2’, e teniamo presente che b, = brs(x'), mentre per le derivate
di a,s bisogna applicare la regola per calcolare derivate di funzioni composte,
OVVero

8az~k - 8aik a’L‘l
=1

Pertanto si trova
Ob,. " Oay, Ox' Oz Oz

ox' e ox! oz'" Oz'® Ozt
1R =

n 2. i k i 2.k
N Z%‘k( d*xt Ox _I_(?x 0*x ) (13.3.5)

— ox'"ox't Ox'*  Ox'" Ox'*0x"
1,K=
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In questa equazione scambiamo l'indice s con ¢, e permutiamo nella somma
tripla al membro di destra gli indici k, [, ottenendo pertanto

b,y "\ Hay; Ot OxF Ox'
oz’ = Oxk 0x'" 0% Oz
“ 9%t oxkF  Oxt 9%k
Z. . (1336
* z’k:zl ik (8x”0x’s 00" 8x’88x’t) ( )

In quest’ultima equazione scambiamo r con s e, nella somma tripla nel mem-

bro di destra, come nel secondo termine della somma doppia, scambiamo
con k. Questo conduce a

Oby " Oay, Ozt dzF Ox!
ox'" ‘ Oxt Oz'" Ox'* Ox't
i,k,l=1
u 0%t OzF  OzF 9%
i . (1337
" i%::la’“ (axﬂ"ax's 9" " o (9x”8x’t) (13.37)

A questo stadio, si aggiungono le equazioni (13.3.6) e (13.3.7), sottraendo

alfine la (13.3.5). In tale combinazione lineare di equazioni, dividiamo allora
ambo i membri per 2, trovando

1 ath + abst . abrs
2 \0z* 92" Ox"

B "L Ox! "1 (day Oay Oay\ Or' Oz
_;W{Z§<axk+ - )

, oxt Ozl ) 0" Ox'*
i,k=1
- 0%zt
+ZailW} . (13.3.8)
i=1

Tale formula suggerisce di definire i simboli di Christoffel di prima specie,
per i quali usiamo qui la notazione

. 1 (Oay Oap  Oay
= - — — . 13.3.
iy k] 5 (ax’f t o o (13.3.9)
In modo analogo, definiamo
. 1 [ 0by  Oby  Oby
7/[2’ k, l] = 5 <ax/k + 81)”. - ax/l . (13310)
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Con questa notazione, la (13.3.8) assume la forma

7,51 Za/t{z klgx,rg;ﬁzn:au S } (13.3.11)

i,k= i=1

Desideriamo ora risolvere per le n derivate seconde
mantenendo fissi r, s.

A tal fine, moltiplichiamo la (13.3.11) per B2 5. > sommando rispetto a
m,t da 1 a n e tenendo presente che l'inversa A% di a,s e l'inversa B¥ di b,
sono collegate dalla formula

oz /ra IER) VZ - 1,...,77/’

Ar=3" pirdr 0z (13.3.12)

1% 1k
= ox" Ox

Pertanto si ottiene

ox' Oxk 0%x°

Bmt/ t — Acl .

£ (fret) g5 B (feeed) 8o
(13.3.13)

La forma della (13.3.13) suggerisce di definire i simboli di Christoffel di
seconda specie, OovVvero

T {c,[i,k]} = ZAd (13.3.14)

Questi simboli sono scritti nella letteratura moderna nella forma I',, ma
questa risulta essere fuorviante, poiché la posizione degli indici suggerisce
I'idea di un campo tensoriale di tipo (1,2), ovvero una volta controvariante e
due volte covariante, laddove, come vedremo, i simboli di Christoffel non si
trasformano in modo omogeneo come fanno i tensori.

13.4 Concetto di connessione affine
Una connessione affine V & una applicazione

Vi x(M)®x(M) — x(M) (13.4.1)
che fornisce una regola (X,Y) — VxY che soddisfa le quattro condizioni

Vx(Y 4+ 2)=VxY 4+ VxZ, (13.4.2)
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V(X+y)Z =VxZ+VyZ, (13.4.3)
VfXY = fVxY, (13.4.4)
VX(fY) = (VXf>Y + fVxY = X[f]Y + fVyY, (13.4.5)

dove la (13.4.5) vale poiché Vxf = X|[f]. Nella sua azione su funzioni,
quindi, Vx f eguaglia Lx f, ma solo in tal caso! Le proprieta devono valere
per ogni X,Y, Z € x(M) e per ogni funzione f € C*(M).

In una carta (U, o) con coordinate x = o(p) su M, definiamo m? funzioni
(m essendo la dimensione di M) F’\W dette coefficienti di connessione, per le
quali

Ve, =V e, = Z ex I’AW, (13.4.6)
A=1

ove {e,} = {a%} ¢ la notazione per la base coordinata di 7,(A). Una volta
nota l’azione di V sui vettori di base secondo la (13.4.6), si puo calcolare VV/
per ogni V' € x(M). Infatti dagli sviluppi

V=S Ve, w=3 wr, (13.4.7)
p=1 v=1
si ottiene, usando le (13.4.4) e (13.4.5),
VoW =3 VIV, (We,) = Y V¥ (e [W]e, + W'V,,e,)
=1 nrv=1
= WY = o
=> v ( oo+ dw FW) ex, (13.4.8)
pwA=1 v=1
poiché
o OWY
el =7 (13.4.9)

Diciamo quindi che la componente A-esima del vettore al membro di destra
della (13.4.8) & > ", VIV, W)X ove (si faccia attenzione a dove mettiamo
le parentesi tonde!)

m

oW
+y 0, W (13.4.10)
v=1

(V#W)’\ =

oz s

¢ la A-esima componente del vettore V, W, ovvero della derivata covariante
di W lungo il vettore di base e,. Se invece non si usano le parentesi tonde,
si deve intendere

oW
A
VW= o (13.4.11)
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che & un caso particolare della formula Vx f = X|[f], poiché la componente
W & una funzione. Purtroppo nella letteratura moderna la parentesi tonda
nel membro di sinistra della (13.4.10) viene spesso omessa, e dunque molte
equazioni tensoriali vengono scritte sistematicamente in modo sbagliato.

Si noti anche che Vi W non dipende dalle derivate di V', diversamente
dalla derivata di Lie LyW = [V, W/|. La derivata covariante é la appropriata
generalizzazione a tensori del concetto di derivata direzionale di funzions.

13.5 Trasporto parallelo e geodetiche

Sia v : (a,b) — M una curva in M, avente immagine coperta da una
singola carta (U, ) con coordinate x = ¢(p). Sia X un campo vettoriale
definito lungo ~:

X’W(t) - ZX#(V(t)) eu|’y(t) . (13.5.1)
pn=1

Se X soddisfa ’equazione
VyX =0Vt € (a,b), (13.5.2)

si dice che X e trasportato parallelamente lungo ~y, ove
d _ - dat(y(t))
M:

¢ il vettore tangente a 7. La (13.5.2) si scrive in componenti come

dX* = o de((1))
e A XA — ) 13.5.4
a T Z A dt ’ ( )
v, =1
infatti
m . m da” .
VyX =Vsm aw, > Xle,= ) Ve (X"e,)
p=1 vyp=1
dx”
- Z dt (GV[XM]GM+XMV%€M)
v,u=1

" dxv [ OXH “ A
=) - ((9x” eut+ XM el W) : (13.5.5)
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ove
" OXHdrr  dXH
- . 13.5.6
— oxv dt dt ( )

In particolare, se il vettore tangente stesso viene trasportato parallelamente
lungo ~, ossia se

ViV =0, (13.5.7)

la curva v & una autoparallela. Alcuni autori riservano a tali curve il nome

di geodetiche, anche se le geodetiche risolvono un problema variazionale,
mentre la (13.5.7) ha natura non variazionale. Posto X* = dC’l”—: nell’equazione

(13.5.4), si ottiene I'equazione geodetica per le autoparallele, ovvero

d2 n m dr? d A
D Y Loty () (13.5.8)

a2 Do
L’equazione (13.5.7) per le curve autoparallele potrebbe essere sostituita
dalla condizione

VvV = fV, feC™®(M), (13.5.9)
ma si puo sempre considerare una riparametrizzazione t — t’ tale che
dxt dx* dt
—_ — —— 13.5.10
dt dt dt"”’ ( )
e pertanto, se t' soddisfa ’equazione differenziale
et dt
— = f— 13.5.11

si riottiene l'equazione (13.5.7).

13.6 Derivata covariante di campi tensoriali

Richiediamo ora che la regola (13.4.5) valga per ogni prodotto di tensori,
OVVero
VX(Tl ® Tg) = (VXTl) ® TQ —f- T1 ® (VXTQ) (1361)

Edi particolare interesse la derivata covariante di 1-forme. Da un lato, poiché
(dette w una 1-forma e Y un vettore) (w,Y’) & una funzione liscia su M, si
ha che

X[(W,Y)} = Vylw,Y). (13.6.2)

D’altronde, si ha che

Vx<w, Y> = <VXw, Y> + <w, VXy> (1363)
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Quindi la valutazione su Y della derivata covariante di w si ottiene dalla
differenza

(Vxw,Y) = X[(w,Y)} — (w0, VxY). (13.6.4)

Per i due termini al membro di destra della (13.6.4), notiamo per il primo
che

X [(w, Y>] - i X", iwyw
n=1 v=1
_ i XF [(9,0)Y” + w,0,Y"] (13.6.5)

pr=1

mentre per il secondo si ottiene

(w, VxY) = <Zquﬂ > xr (a YA+ ZY”FAW> e,\>

A,p=1

— Z w, XPO,YNE" ey) Z w,Y'T? XP(E" ey)
w0, A=1 v\, p=1

=) W XPOY 4+ Y w, YT XP
upfl ;Wpﬂ

= Zwu ZX”@ Y4 Z w, YV X",

w,v,p=1
m m

- ZWVZX%) YV 4 Z WY X T, (13.6.6)

A\ v, u=1

In virtu delle (13.6.4)-(13.6.6), troviamo alfine

(Vxw, V)= > Y'X"|dw, — ZF/\#VW,\]
v,u=1 A=1
=) Y'XH(V,w), (13.6.7)

v,p=1

che fornisce la formula desiderata

(Vuw)y = O, — Y _T7,w». (13.6.8)
=1
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Dunque in particolare, se w si riduce a un vettore di base dello spazio
cotangente: w = dx¥ = EY, si trova la semplice e fondamentale relazione

V,.E" ==Y T".E" (13.6.9)
A=1

Per derivate covarianti di tensori di tipo (r, s), ci bastera applicare ripetuta-
mente la (13.6.8), come risultera chiaro pitt avanti quando avremo studiato
la condizione di Levi-Civita

V,.g=0

per le connessioni affini.

13.7 Proprieta di trasformazione dei coeffi-
cienti di connessione

Se passiamo a una nuova carta (V1) con coordinate y = ¢(p) e base {fo} =

{i} e coefficienti di connessione I'}. , abbiamo

oy™
Vi fs = Zf/\aﬁf/\ (13.7.1)
=1
In virtu della legge di trasformazione (definiamo j*, = gin)
£ = Zj‘éew (13.7.2)
pn=1

le regole (13.4.4) e (13.4.5) per le connessioni affini conducono alla formula

“ (o, &
Vifo=)Y_ (Wj + ) JZJ‘gFVM> e

v=1 Ap=1
=) Dhiten (13.7.3)
Av=1
da cui, moltiplicando ambo i membri per J = gzi, otteniamo alfine

- m m a]y

X Z o b TATW Z B 1A
I aB = jpaj%JVF i + a—yaJV. (13.7.4)
p v=1

»h,v=1
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Pertanto i coefficienti di connessione non si trasformano come un tensore, a
causa del termine inomogeneo al membro di destra della (13.7.4). In partico-
lare, i T, 5 possono annullarsi in un sistema di coordinate e invece essere non
nulli in un altro sistema di coordinate. Si dice allora che i I'} 5 sono affinita
tensoriali (Wald 1984). Questa proprieta assicura d’altronde che VxY sia
un vettore, e dunque sia indipendente dalle coordinate scelte. Nel seguito,
troveremo utile un teorema, in base al quale possiamo affermare che, se F);W e
G’\W sono coefficienti di connessione, la differenza F);W — G>;W ¢ la componente
di un tensore di tipo (1, 2).

13.8 Connessione metrica

Se due vettori X,Y sono soggetti a trasporto parallelo, potremmo voler
richiedere che il loro prodotto interno (lo diremo scalare solo nel caso di
metrica riemanniana) (X,Y) = g(X,Y) resti costante sotto trasporto paral-
lelo. Se allora V' ¢ il vettore tangente ad una arbitraria curva lungo la quale
X e Y sono trasportati parallelamente, possiamo scrivere

0= Vy[g(X. V)] = Y VA(Vag) (X, Y) + g(VaX,Y) + (X, V1Y)

— Z VAXEYY (V) s (13.8.1)

A p,r=1

per ogni X,Y e per ogni curva vy, da cui segue che V e una connessione
metrica, ovvero

(Vag)uw = 0. (13.8.2)

Usando le proprieta (13.4.5) e (13.6.9), tale equazione puo essere riespressa

nella forma .

Orgur — Y (T, 90 + T, 90p) = 0. (13.8.3)

p=1

Se vale la (13.8.3), si dice che la connessione V ¢ compatibile con la metri-
ca. Se in tale equazione E),, = 0 facciamo permutazioni cicliche di A, p, v,

otteniamo da
_E)\,u,u + E,u,u)\ + El/)\# =0 (1384)

che, posto

P — TP P
T/\M:F)\M—F/M,

(13.8.5)

o
)

1
3 (F”W + F"W) , (13.8.6)
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si ha

_a)\g;w + 8ugu)\ + aug)\u + Z (Tl;\#gpu + T';ygpu)
p=1

—2) 1,90 = 0. (13.8.7)

p=1

Il tensore T' e detto tensore di torsione, e si trova dunque

p 1
v, ={ 2 b4 (T + T4 1), (1359
ove
p |l 1 = “iner (09 | 09 Ogu
= — 13.8.
{,ul/} 2;(9 ) (8x“+8x” oz (13.8.9)
sono i stmboli di Christoffel di seconda specie. La differenza
P _
e, — {W} =", (13.8.10)

esprime le componenti del tensore di contorsione. Nel capitolo 28 acquisiremo
una visione piu profonda della torsione: essa ¢ definibile in tutte le teorie
relativistiche della gravitazione.



172 CAPITOLO 13. GEOMETRIA RIEMANNIANA. I



Capitolo 14

Geometria riemanniana. 11

14.1 Tensori di torsione e di curvatura

Introduciamo ora in linguaggio libero da componenti e coordinate il tensore
di torsione

T: x(M) @ x(M) — x(M) (14.1.1)
e il tensore di curvatura di Riemann
R x(M) @ x(M) @ x(M) — x(M) (14.1.2)
mediante le relazioni
T(X,)Y)=VxY —-VyX - [X)Y]=-T(Y, X), (14.1.3)

R(X,K Z) = VXVyZ - VYVXZ - V[X,Y}Z = R()(7 Y)Z, (1414)

ove

R(X, Y) = vay — Vva — V[X,Y] = —R(Y, X) (1415)

e l'operatore di curvatura.
Dimostriamo ora la natura tensoriale di R(X,Y,Z). All'uopo, abbiamo
bisogno della seguente identita:

[fX,9Y]=fX(gY) —gY(fX) = fX[g]Y + fgXY — gY[f]X —gfYX
= [X[g]Y — gY[f]X + fg[X,Y]. (14.1.6)

Mediante le (13.4.4) e (14.1.6) troviamo che

VigxgihZ = VixigyhZ = VoyipxhZ +V pyx vihZ
= [X[g]Vy(hZ) — gY [f)Vx (hZ) + gV xyy(hZ).  (14.1.7)

173
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Possiamo dunque svolgere con pazienza il calcolo desiderato:

RUFX,gY)hZ =V ixVoyhZ — VoyV sxhZ — Vigx.gihZ

= [Vx{gVy(hZ)} — gVy {fVx(hZ)} — fX[g]Vy(hZ)

+9Y [fIVx(hZ) — fgVixyhZ

= [X[g|Vy(hZ) + fgVx {Y[hZ + hVyZ} — gY [fIVx(hZ)
—gfVy {XI[h|Z +hVxZ}

—[X[g]Vy(hZ) + gY [fIVx(hZ) — fg[X,Y][h]Z — fghV (xy1Z

= fgh(VxVyZ = VyVxZ = Vixy Z)

+fgX[Y[M]Z + foY[hVxZ — gfY[X]
—[9[X,Y][h]Z + fgX[hVyZ — gfY[h]

MZ — gf X[h|VyZ
V2. (14.1.8)

In due coppie di termini ci sono cancellazioni esatte, e quindi

R(fX,gY)hZ = fghR(X,Y)7Z —
R(fX,qY,hZ) = fghR(X,Y, Z), (14.1.9)
che esprime appunto la natura tensoriale della curvatura di Riemann. Per-

tanto, presa una base coordinata per lo spazio tangente, la valutazione di R
su una terna di vettori arbitrari puo essere sviluppata secondo la relazione

R(X,Y,Z) Z X Y!ZYR(ex, e,)en. (14.1.10)

A u,v=1

Anche per la torsione e istruttivo fare un calcolo analogo, ovvero

T(fX,9Y)=Vyx(9Y) = Var (fX) — [fX, gY]

= fVx(gY) = gVy(fX) — fX[glY + gV [f]IX — fg[X,Y]

= [A{Xg]Y + gVxY} — g{Y[fIX + fVy X} — fX[g]Y
+gY[f1X — fg[X,Y]

= f9(VxY = VyX = [X,Y]) + fX[gY = g¥[f]X

—fX[glY + gY[f]X

= fgT(X,Y). (14.1.11)

Quindi, sviluppando X, Y in una base coordinata, si trova
m

ZX“@WZYVGV = Z T(X"e,, Y"e,)

p,v=1
m

= > X'Y'T(eye.). (14.1.12)

p,r=1
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Notiamo che la torsione (14.1.3) esiste poiché sui campi vettoriali si possono
considerare due operazioni: la derivata di Lie e la derivata covariante. Inoltre,
I'operatore di curvatura (14.1.5) ¢ ottenibile dalla torsione sostituendo nella
(14.1.3), alla terna di campi vettoriali Y, X, —[X, Y], le derivate covarianti
lungo di essi.

14.2 Parallelismo rispetto ad una superficie

Il concetto di trasporto parallelo, che abbiamo scoperto nel capitolo prece-
dente, fu uno dei fondamentali contributi originali di Tullio Levi-Civita,
dopo che il calcolo differenziale assoluto era stato creato da Gregorio Ricci-
Curbastro (Esposito e Dell’Aglio 2019). Puo quindi avere valore pedagogico
una breve digressione in cui delineiamo come Levi-Civita pervenne a tale
concetto.

Levi-Civita rappresenta con yi,s,¥y3 le coordinate cartesiane dei punti
dello spazio euclideo tridimensionale, riferiti a tre assi ortogonali. Considera
poi una porzione di superficie o e suppone che si sia stabilita una corrispon-
denza biunivoca fra i punti di o e le coppie di valori che si possono attribuire
a due parametri 2!, 22 entro un certo aperto C di un piano rappresentativo
degli argomenti z!, 2. Pertanto i punti di ¢ e con essi le loro coordinate
cartesiane y, sono funzioni ben determinate e finite di 2!, 2? in C, e si pud
scrivere

v, =y (2',2%), v=1,2,3, (14.2.1)

ammettendo inoltre che le ¥, siano di classe C* in C per un valore oppor-
tuno di k. Nello spazio euclideo con le coordinate y, appena introdotte, una
direzione spiccata da un punto generico P si puo pensare individuata me-
diante uno spostamento infinitesimo attribuito a P. Ora supponiamo che
P appartenga a o, e consideriamo le direzioni spiccate da P e tangenti al-
la superficie. Per individuarle, servono punti P’ infinitamente prossimi a P
e appartenenti a 0. Dette x!, 2% le coordinate superficiali di P, possiamo
individuare P’ con le coordinate superficiali

o'+ dxt, 2% + do?

Pertanto, ad ogni coppia dx?, do? corrisponde una ed una sola direzione tan-
genziale spiccata da P. Viceversa, ad una direzione corrispondono infinite
coppie dz',dx?, che differiscono per un fattore di proporzionalita positivo,
poiché la lunghezza del segmento PP’ che si & scelto a individuare la direzione
¢ a priori arbitraria, purché infinitesima (il punto P’ essendo infinitamente
vicino a P). Per rendere biunivoca la corrispondenza si assumono, per in-
dividuare una direzione, al posto dei differenziali dz?, le quantita ad essi
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proporzionali
- dat
A= d—, 1 = 1, 2,
S
che non mutano moltiplicando dz! per un fattore positivo, poiché allora anche
ds riscala per lo stesso fattore. Le A" sono dette i parametri della direzione, e
si riducono ai coseni direttori nel caso in cui la superficie o sia piana e z!, 22
rappresentino coordinate cartesiane ortogonali. I parametri della direzione

non sono indipendenti, poiché obbediscono alla relazione

2

D aw M A =1,

ik=1

che si ottiene dalla forma (14.2.8) della metrica su o, e che fa riscontro alla
nota identita del piano euclideo.

Levi-Civita indica con R un generico vettore tangente tracciato da P, e
con dR I'incremento vettoriale di R durante il trasporto parallelo dal punto P
a un punto P;. Tale dR deve essere perpendicolare ad ogni direzione tangente
a o in P, la quale & determinata da uno spostamento infinitesimo del punto
P con associato vettore 6 P. La condizione di perpendicolarita ¢ I’annullarsi
del prodotto scalare (dette dY, le componenti di dR e dy, quelle di §P):

3
dR-6P =0= > _dY, by, = 0. (14.2.2)

v=1

Questa e 'equazione simbolica del parallelismo, ma in questa forma non &
ancora espressa in modo intrinseco. Per ottenere una forma intrinseca, Levi-
Civita (1925) fa uso da un lato della definizione (14.2.1), da cui le componenti
di P sono

Yy

oxk
k=1

5y, S, (14.2.3)

e dall’altro sa che le Y, sono

3y,,
Y, = Zaﬂ . (14.2.4)

A questo stadio, Levi-Civita (1925) trova che, posto

=Y 23: % g (292 i (14.2.5)
~ Ory \ O ’




14.2. PARALLELISMO RISPETTO AD UNA SUPERFICIE 177

la (14.2.2) diventa

2
Y 7dab=0=7,=0, (14.2.6)
k=1
essendo le dz* completamente arbitrarie. Dopo opportuni passaggi (Levi-
Civita 1925), la (14.2.6) fornisce le equazioni differenziali del parallelismo
che sono la desiderata forma intrinseca:

2
dR' = =Y T',Rida', (14.2.7)

j,il=1

ove i I';;; sono i simboli di Christoffel di seconda specie associati alla metrica
sulla porzione o di superficie (qui abbiamo E'! = dx'):

2 3
> anE' @ EF =) dy, ® dy,. (14.2.8)

i,k=1 v=1

14.2.1 Parallelismo su varieta a n dimensioni

Levi-Civita (1917) estese poi la nozione di parallelismo ad una varieta qua-
lunque, gettando le basi per la moderna teoria delle connessioni che noi stu-
dieremo nei capitoli 18, 19 e 20 (vedasi postfazione di T. Regge in Levi-Civita
(1982)). In tale ambito, si studia una varieta di Riemann V,, = (M, g) con
metrica

n
9= gwE' ®E, (14.2.9)
i k=1
e si riguarda V,, come immersa in uno spazio euclideo Sy di dimensione
N < @ Sia C una curva in V,,, di equazioni parametriche z* = z(s), s
essendo un parametro reale, un arco contato da un’origine arbitraria. L’ipote-
si fondamentale & che, ad ogni punto P € C, corrisponda una direzione («)
appartenente a Vj,. Siano inoltre £'(s) i parametri di direzione (vedasi com-
menti alla fine di tale paragrafo) che definiscono la («) entro V,,, e siano ay,(s)
i coseni direttori che individuano la («) nello spazio ambiente Sy. Il legame
tra coseni direttori e parametri di direzione e fornito dall’equazione
— Jy,

L= ! 14.2.1
=2 (14:2.10)

le vy, essendo coordinate locali su Sy.
Il concetto di parallelismo in forma non intrinseca richiede che, indicata
con (f) una generica direzione fissa di Sy, 1’angolo formato tra le direzioni



178 CAPITOLO 14. GEOMETRIA RIEMANNIANA. I1

(f) ed (a) eguagli 'angolo tra le direzioni (f) e (8), ¥(8) # («). Siano ora
fu 1 coseni direttori della direzione (f), tramite i quali il coseno dell’angolo
formato dalle direzioni («) e (f) assume la forma

N
cos (a)(f) = Za,,f,,. (14.2.11)
v=1
Se il parametro s varia di ds, tale coseno subisce I'incremento
N N a4
d vfv | =d “ £, 14.2.12
() o 2 B

In geometria euclidea, il parallelismo (ordinario) richiede che I'incremento
(14.2.12) deve annullarsi per tutte le direzioni (f), da cui segue che «,, deve
essere costante, come funzione di s, per ogni v = 1,2, ..., N.

In geometria non euclidea, 1’angolo fra le direzioni («) e (f) si mantiene
invariato per le direzioni (f) appartenenti a V,,, da cui segue che l'incremento
(14.2.12) si annulla solo per le direzioni tangenziali. Tali direzioni sono tutte
e sole quelle compatibili con le equazioni che esprimono I'immersione di V,
in SNZ

v, =y (a',..,2"), v=1,.., N, (14.2.13)
ovvero tali che
N da
> —oy, =0, (14.2.14)
— ds

per ogni variazione dy, conciliabile con le (14.2.13), dalle quali si trova che

n ayy

k ’
— ox

0y,

le 2% essendo completamente arbitrarie. Pertanto la (14.2.14) assume la
forma
Y da, 0y,
~ ds Ox*

—0. (14.2.16)

Questa equazione esprime il parallelismo delle direzioni («) lungo la curva
C. A questo stadio, si sostituiscono ai coseni direttori a,, le loro espressioni
(14.2.10) in funzione dei parametri di direzione, dalle quali si ottiene

do@_ = ayud_gl_}_ = ale/ dijl
ds — ox! ds - Oxiox! ds >

(14.2.17)
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Tale formula va a sua volta inserita nella (14.2.16), il che rende necessario
osservare che, essendo possibile riesprimere la metrica (14.2.9) nella forma

N
g=> dy,®dy, (14.2.18)

v=1
in virtu dell’'immersione isometrica locale di V;, in Sy, si ha

N oy, 0y,

B (14.2.19)
r=1

gkl =

e dunque un paziente uso della regola di Leibniz conduce alla identita

N

) , .
%y, Oy, 1 <59kz ik _ agﬂ) = [jl, k]. (14.2.20)

£ 9zidz Ok 2\ 029 Oxf  Oab

I simboli [j1, k] sono i simboli di Christoffel di prima specie . Dalle (14.2.16),
(14.2.17) e (14.2.20) otteniamo

I N S
— l,k|—& =0. 14.2.21
lzlgklds+z[j’ ]dsé 0 ( )

=1
Da ultimo, moltiplicando la (14.2.21) per le componenti controvarianti della
metrica g e sommando sugli indici ripetuti, si ottiene

"L oda
rﬂggl =0, (14.2.22)
j,l=1

Jbt=

det
ds +

ove abbiamo fatto uso dei familiari simboli di Christoffel di seconda specie
I =Y 7"l k. (14.2.23)
k=1

La (14.2.22) stabilisce come variano i parametri & lungo la curva C, se le
direzioni da essi individuate si mantengono parallele. Col linguaggio moderno
del paragrafo 13.5, le ' sono le componenti di un campo vettoriale lungo la
curva C e le ddi; sono le componenti del vettore tangente a C.

Il concetto di parallelismo permise di comprendere da dove discende il
ruolo matematico del tensore di Riemann, in quanto, come vedremo nel para-
grafo 14.4, il trasporto parallelo di vettori lungo curve diverse produce alfine
elementi diversi dello stesso spazio tangente in un punto.
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14.3 Torsione e curvatura in base coordinata

Terminata la nostra digressione sull’originale concepimento del trasporto pa-
rallelo, possiamo riprendere il nostro cammino principale. Poiché torsione e
curvatura sono tensori, la loro azione su vettori e determinata quando € nota
la loro azione su vettori di base. Rispetto alla base coordinata {e,} e alla
base duale {E* = dx*}, le componeti di torsione e curvatura sono date da

Thw = (B T(ey ) = (B, Ve, — Voey)

- <E)‘7 Z (F”uyep — prep)>
p=1

S B S (e T,
p=1 p=1
A A
=1, -1 (14.3.1)
e
R, = (B, R(eu, e,)ex) = (B, V,V,ex — V,V,e))
- < E*\V, <Z FUVAe(,) -V, <Z F‘;AQ,) >
o=1 o=1
= (B + ) (BT e
o=1 o,&=1
= (B (0T%,) ee) — Y (B, T9,I% )
o=1 o,é=1
=0, — 0, , + Z (T, — 19,17, (14.3.2)
dove nella (14.3.2) abbiamo fatto uso della proprieta
V. (fX)=e,f]X + fV,.X, (14.3.3)
dalla quale si ottiene
Vi (T9e0) = (0,19,)) €5 + T,V seo
= (0,19,) s + 19, Y T%, ec. (14.3.4)
e=1
Da tali formule troviamo che
T, =-T5,, R, =—R,,. (14.3.5)
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14.4 Significato geometrico della curvatura

Mostriamo ora che il trasporto parallelo non ¢ integrabile, ovvero che, muoven-
dosi lungo due curve diverse v e 7/ per trasportare parallelamente un vet-
tore in p fino al punto r, si ottengono vettori diversi. Sia Vj € T,(M) e
trasportiamolo parallelamente lungo la curva v = pgr come in Fig. 14.1.

Figura 14.1: Non integrabilita del trasporto parallelo.

Poniamo Vo =U, V, =V, V,, = W. Si ha allora dalla (14.2.7)

Vi(q) =U" = Y UT%, (p)e", (14.4.1)

pv=1
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e successivamente

m

VE(r) =VHq) — > V()T (q)8"

pv=1
m

=U" =) UTH e

pv=1

_ in: U)x I“PC/\&C

A=l

-y

p,v=1

[F’Lp(p) +> 30F‘ip<p)€“] 0

=U" = ) UTH (p)(e” +6")
p,v=1
— > U oI ( Zr ] oY
pAv=1

+0(%0). (14.4.2)

Con procedura analoga, il trasporto parallelo di U lungo la curva +' = psr
come in Fig. 14.1 fornisce un altro vettore W € T,.(M) avente componenti

ZU’T )(8” +€¥)

p,v=1
- Z U* 0,1 (p) ZF )T (p ] Y
pA,v=1
+0(2%0). (14.4.3)

Dalle (14.4.2) e (14.4.3) ne consegue che

m

WH(r) = V(r) = ) U” [0\, (p) = 0,15, (p)

pA V=1

(%, ()T, (p) = T‘Rp(p)l“*f,g(p))] Ao

Ms

q

Msﬂ

_ UPR*

p/\V

. (14.4.4)

>

pAv=1

Pertanto il tensore di Riemann rende effettivamente conto della non integra-
bilita del trasporto parallelo.
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14.5 Interpretazione geometrica della torsione

Sia p € M un punto di coordinate x*, e siano

X = zmje“e“, Y = Zm:(sueu
p=1 p=1

vettori infinitesimi in 7,(M). Poiché lo studio di una varieta differenziabile e
equivalente a quello del suo spazio tangente, si puo osservare che tali vettori
definiscono due punti ¢ e s in prossimita di p:

q=q(az"+e"), s =s(z"+ ).

Il trasporto parallelo di X lungo la linea ps in Fig. 14.2 fornisce il vettore

Figura 14.2: Interpretazione geometrica della torsione.

sry le cui componenti sono
m
et — Z et 0.
v, =1
Il vettore di spostamento che collega p a r; e
pri = ps + sri, (14.5.1)

ed ha componenti

et — Y Th N (14.5.2)

v, =1
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Con lo stesso metodo, si considera il vettore
Pro = pq + qra, (14.5.3)
che ha le componenti (stavolta si scambiano i ruoli di e* e §¥)
ot — Y T N (14.5.4)
v, =1

In generale, i punti r; e 79 sono diversi, e si trova che ryr; = pro — pry, con
le associate componenti

> (I, =T, = Z ™, (14.5.5)
v,A=1 Av=1

a meno di termini O(¢%67), (i + j) > 3. Dunque il tensore di torsione misura
di quanto non riesce a chiudersi il parallelogramma curvilineo formato dai
vettori di spostamento e dai loro trasporti paralleli (Fig. 14.2). Si suol
anche dire che il trasporto parallelo in presenza di torsione sostituisce dunque
a un parallelogramma curvilineo un pentagono curvilineo (Bompiani 1951,
Schouten 1954).

14.6 Tensore di Ricci e la sua traccia

I1 tensore di Ricci si ottiene per contrazione dal tensore di Riemann. Esso
un tensore di tipo (0, 2):

Ric(X,Y) = = (E" R(e,,Y)X). (14.6.1)
pn=1
Le componenti in base coordinata di tale tensore sono
R = Rleu, e,) ZRW (14.6.2)

Altri autori definiscono il tensore di Ricci contraendo la prima con la quarta
componente del tensore di Riemann.
La traccia del tensore di Ricci e

R = zm: ()" Ry (14.6.3)

pv=1
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14.7 Connessione di Levi-Civita

Se il tensore di torsione T'(X,Y') si annulla, la connessione affine V & simme-
trica in basi coordinate, ovvero i coefficienti di connessione sono simmetrici:

A A
m, =1,

Teorema 14.1. Teorema fondamentale della geometria riemanniana e pseu-
doriemanniana: su una varieta (M, g), esiste un’unica connessione simmetri-
ca compatibile con la metrica g. Questa prende il nome di connessione di
Levi-Chwita.

Dimostrazione. Sia V una connessione affine arbitraria avente coefficienti
di connessione

= P
- {W} LK, (14.7.1)

ove {M”V} sono i simboli di Christoffel di seconda specie, e K, sono le

componenti della contorsione:
1
K5, =3 (T, + T, +1T%,). (14.7.2)
Teniamo ora a mente che, se ¥ & un campo tensoriale di tipo (1, 2), allora
r, =1, +%v, (14.7.3)

e anch’esso un coefficiente di connessione, ovvero si trasforma in modo ino-
mogeneo come 17 . Ma allora, scegliendo

v, = K" (14.7.4)

P
troviamo

= P
1 { 2

Z (9*1)’»‘ <8ﬂg)\1/ + &/gm - 8)\g,uu)- (1475)

m
A=1

N | —

Questi coefficienti di connessione sono simmetrici per costruzione, e certa-
mente unici una volta assegnata una metrica. Q.E.D.

Esercizio 14.1. Sia f € C°(M). Si dimostri allora che, per una generica
connessione affine,

(VuVy =V V) f=> T0,V,f (14.7.6)
p=1
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Pertanto, le derivate covarianti di una funzione liscia non commutano se la
torsione non si annulla.

Esercizio 14.2. Si usi la formula (13.6.8) per le componenti della derivata
covariante di un campo di 1-forma per dimostrare che

dw= Y (V,w),E"NE". (14.7.7)

p,v=1

Esercizio 14.3 Sia w un campo di 1-forma e sia U il corrispondente campo
vettoriale, di componenti

U =Y (97" w (14.7.8)

Si dimostri che, per ogni campo vettoriale V' su M, si ha

14.8 Geodetiche

Le geodetiche definite in modo variazionale rispetto alla connessione di Levi-
Civita forniscono un estremo locale della lunghezza di una curva che collega
due punti. Parametrizziamo una curva con la distanza s lungo di essa: z# =
x#(s). La lunghezza di un cammino ~y che collega i punti p e ¢ ¢ (la formula
che segue vale nel caso riemanniano; nel prossimo capitolo definiremo la
lunghezza d’arco a seconda della segnatura della metrica)

dxt d:c”
I(v) =/ Gy —— : (14.8.1)
. Z "ds ds

pv=1
Anziché derivare le equazioni di Eulero-Lagrange dalla (14.8.1), consideriamo
un problema lievemente piu semplice. Sia

m

dzt dx”
VT T 14.8.2
M; gll« dS dS ( )

e scriviamo

I(y) = / L(F)ds. (14.8.3)
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A A .. . .. .
Posto 2/* = ddis, le equazioni di Eulero-Lagrange per il problema originario

Sone d ([ OL oL

Pertanto, F' = %2 soddisfa
d (OF
ds \ Oz
N OL dL 8L dL
(9:13”\ dS 8$’)‘ ds

L% (52x) - 1
(14.8.5)

poiché, ponendo L = 1, la derivata di L rispetto a s si annulla. Ma allora,
poiché F' soddisfa le equazioni di Eulero-Lagrange, possiamo scrivere che

. d 1 <= 09, y
Z % (QAMI'“) o 5 _ a_xu)\x/#x/

pn=1 p,v=1

S ag/\u 2 d’ 37“ aguv "
- dav " * Z R 9

=1 p,z/—

- d?at 0gxy . O0gun 09\ da* dz”
—ngu ds? * Z 2 <8x“ * dxv  dx> ) ds ds

pn=1 pn,v=1
=0. (14.8.6)

Se alfine moltiplichiamo per (¢g—1)” A e sommiamo su A, otteniamo ’equazione

delle geodetiche (gia incontrata):
d?x? “ p | dx* dx¥

— =0. 14.8.7
ds? +u;1{/w} ds ds ( )
In particolare, sulla 2-sfera le (14.8.7) assumono la forma

&0 _ sin(6) cos(6) (%) =0, % +2 (:01;(9)(2;qzs Zi 0, (14.8.8)

poiché i coefficienti di connessione non nulli assumono i valori

%, = —sin(0) cos(9), I', = T%, = cot(6). (14.8.9)
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Capitolo 15

Geometria riemanniana. 111

15.1 Distanza in geometria riemanniana

Sia v : [0,1] — M una curva che appartiene all'insieme €, delle curve
regolari a tratti che collegano i punti p e ¢, ovvero curve regolari in ogni
sottointervallo chiuso [t;, t;11]. Si definisce allora la lunghezza d’arco rieman-
niana

k=1 i
Ar(7) = Z/ V(' (t),7(t)) dt. (15.1.1)
i=1 vl
La funzione distanza riemanniana € una applicazione
dr: M x M — [0, 00] (15.1.2)

definita come l’estremo inferiore di tutte le lunghezze d’arco riemanniane
(Esposito 1992):

dr(p,q) = inf {Ap(7) : v € Qg (15.1.3)
Essa possiede le seguenti proprieta:

(i) Simmetria:

dr(p,q) = dr(q,p), Vp,q € M. (15.1.4)
(ii) Diseguaglianza triangolare:
dr(p,q) < dgr(p,r) +dgr(r,q), Y p,q,r € M. (15.1.5)
(iii) Distanza nulla solo per punti coincidenti:
dr(p,q) =0+ p=gq (15.1.6)

189
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(iv) Continuita della funzione distanza: Vp € M, Ve > 0, le palle metriche
(anche dette palle aperte)

B(p,e) ={q€ M : dg(p,q) < e}, (15.1.7)

sono una base per la topologia della varieta M.

15.2 Distanza in geometria lorentziana

Sia (Nqu I'insieme di tutte le curve v : [0,1] — M con vettore tangente
di tipo tempo o luce (ovvero non di tipo spazio, ovvero causali) dirette nel
futuro da p a ¢, ovvero tali che:

7(0) =p, v(1) =q, (15.2.1)

e che sono regolari negli intervalli chiusi [¢;,¢;41] Vi = 0,1,...,n — 1. Allora
la lunghezza d’arco lorentziana € definita dalla sommatoria

ne) =Y [ Ve (15.2.2)

e l'associata funzione distanza lorentziana ¢ una applicazione
dp: M x M — RU{c0}, (15.2.3)

che vale 0 se ¢ non appartiene al futuro causale di p (ovvero 'insieme di tutti
i punti r tali che esiste una curva di tipo tempo o luce diretta nel futuro da
p ar), e invece vale

dr(p,q) = sup {AL(’y) Dy € ﬁpq} (15.2.4)

se ¢ appartiene al futuro causale di p.

15.3 Geodetiche sulla 2-sfera

Ora facciamo un calcolo di geodetiche in geometria riemanniana. Nel caso
della 2-sfera, ottenute le equazioni (14.8.8), possiamo porre 6 = 6(¢). Allora

9 2 2 2
o dode 420  d0 (@) db d°¢ (15.3.1)

ds dods ds?  de® \ds) | dpds®
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e sostituendo la seconda di tali formule nella prima delle (14.8.8) si trova

20 do\®  df d*¢
(dTéQ — sin(h) COS(Q)) (E) + dods? 0. (15.3.2)
La (15.3.2), assieme alla seconda delle (14.8.8), fornisce
4?0 o\
— —2 — | —si =0. 15.3.
10 cot(0) <d¢> sin(#) cos(f) =0 (15.3.3)

Questa e una equazione differenziale non lineare a coefficienti variabili, ma
basta porre

f(0(¢)) = cot(6(¢)) (15.3.4)
per trasformarla nell’equazione lineare a coefficienti costanti
pe
(dT)Q n 1) F0. (15.3.5)
che ¢ risolta da
f(0(9)) = cot(6(¢)) = Acos(¢) + Bsin(o), (15.3.6)

da cui segue immediatamente 1’equazione
Asin(0) cos(¢) + Bsin(f) sin(¢) — cos(d) = 0. (15.3.7)

Questa equazione corrisponde a un grande cerchio che giace in un piano il
cui vettore normale ¢ (A, B, —1).

15.4 Geodetiche con la metrica di Poincaré

Nel semipiano superiore del piano euclideo, ossia I'insieme dei punti di coor-
dinate (z,y) aventi y > 0, introduciamo la metrica di Poincaré

9=y 2 (dv@dr+dyedy). (15.4.1)
Pertanto, ponendo 2’ = ‘;—i, Yy = %, le equazioni delle geodetiche sono
! 2 /!
' — =2y =0, (15.4.2)
Y

1
Y — = (x’Q + 3y’2) —0. (15.4.3)
y
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Nella (15.4.2) dividiamo per 2/, trovando

" / d / / 1
LR LA—— log ) 20= L = = = costante. (15.4.4)
x! y ds y? v R

Scegliamo ora il parametro s cosi che il vettore (z/,y’) abbia lunghezza

unitaria:
A v\’ Y2 v\’
il Z) =1 Z =] =1. 15.4.5
(y) +(y) :><R) +<y) ( )

Da tale formula, ponendo y = Rsin(t), troviamo

gs— W _ 4 (15.4.6)

y /1 _ 1%_2 sin(t)

da cui alfine

/
Tr =

2
B = Rsin®(t), (15.4.7)
T = /x' ds = /Rsin(t)dt = —Rcos(t) + xo. (15.4.8)

Pertanto stiamo studiando la circonferenza che funge da bordo del cerchio
di raggio R centrato in (xg,0). Le geodetiche massimamente estese hanno
t €]0, [, e inoltre hanno lunghezza

[:/ @dt:/ .dt :—llog 1 4 cos(t)
. dt . sin(t) 2 1 — cos(t)

che tende all’infinito se ¢ tende a 0.

T—E&

. (15.4.9)

€

15.5 Le coordinate normali geodetiche

Le coordinate normali geodetiche sono coordinate locali su una varieta con
connessione affine definite mediante la mappa esponenziale (cf. paragrafo
10.1)

exp: VCT,(M)— M

e mediante un isomorfismo
E: R" — T,(M)

dato da una base qualsivoglia dello spazio tangente nel punto fisso p € M.
Se si impone la struttura aggiuntiva di una metrica riemanniana, allora si
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puo richiedere in aggiunta che la base definita da E sia ortonormale, e si
parla allora di sistema di coordinate normali di Riemann. Esse esistono su
un intorno normale di un punto p € M. Tale concetto viene definito come
segue.

Definizione 15.1. Un intorno normale U ¢ un sottoinsieme aperto di M tale
che esiste un intorno proprio U dell’origine in T,,(M ), e la mappa esponenziale

agisce come un diffeomorfismo tra U e U. Su un intorno normale U dip € M,
la carta (U, ¢) ha

p=E"'0exp!': U—R" (15.5.1)

Va sottolineato che I'isomorfismo F (e quindi la carta (U, ¢)) non € per niente
unico.

Definizione 15.2. Un intorno normale convesso € un intorno normale di
ogni p € M.

Nel caso di connessioni affini simmetriche, ’esistenza di tali intorni, che
formano una base per la topologia, ¢ stata dimostrata da Whitehead (1935).
Le coordinate normali posseggono quattro fondamentali proprieta che ora
descriviamo.

(1) Sia V' € T,(M) con componenti V* in coordinate locali, e sia 7y la
geodetica per la quale

w(0) =p, w(0)=V. (15.5.2)

Allora in coordinate normali si ha
W (t) = @tV .. tV™) (15.5.3)

fino a che vy si trova in U. Pertanto, i cammini radiali in coordinate normali
sono esattamente le geodetiche passanti per p.

(2) 1l punto p viene identificato con l'origine.

(3) In coordinate normali di Riemann in p, le componenti della metrica
riemanniana sono g, (p) = ...

(4) I simboli di Christoffel di seconda specie si annullano in p, e pertanto

R, (p) = 0,1",,(p) — 0.1",,(p), (15.5.4)
VT = X[T] = ix#aﬂm, (15.5.5)

p=1
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per ogni campo tensoriale T'. Nel caso di segnatura riemanniana della metri-
ca, si ha inoltre

0w

W(p) =0, VA, . (15.5.6)
Nell'intorno di p = (0, ..., 0) si ha poi
1 m
G () = O = > Rugpra”a” + O(|zf), (15.5.7)
o, =1
r _ ! Y R R T+ O(|zf
o (T) = —3 Z( v (0) + WT(O)>x + O(|z|*). (15.5.8)
T=1

15.6 Tensori di Riemann e Ricci

Esercizio 15.1. Lo studente calcoli i tensori di Riemann e Ricci per la
metrica cosmologica di Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (posto ¢ = 1)

dr ® dr

) +72(df ® df + sin*(0)do @ d¢) | , (15.6.1)

g=—dt ®dt+a’(t) {

e per la metrica di Schwarzschild che descrive uno spaziotempo a simmetria
sferica (posto anche G = 1):

2M dr @ dr
— (122 e
2 (de ® df + sin(0)d¢ ® d¢), (15.6.2)

ove 2M €]0,r], 0 € [0, 7], ¢ € [0, 27].
Come campo tensoriale di tipo (0, 4), il tensore di Riemann ha componenti

Rp/\uu = ngoRo;\w/, (1563)
o=1

che hanno le seguenti proprieta di antisimmetria o simmetria:
Rp/\m/ = _Rp/\u;u Rp)\uu = _R)\p;un Rp)\w/ = R/,LV,O)\' (1564)

Se la torsione T' si annulla, il tensore di Ricci e simmetrico, e dunque in
componenti

Ry =RyuseT =0. (15.6.5)
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La prima identita di Bianchi con connessione di Levi-Civita e

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0 =
Rp)x/u/ + Rp/uz)\ + RPV/\M = 0. (1566)

La seconda identita di Bianchi con connessione di Levi-Civita e

(VxR)(Y,Z) + (VyR)(Z,X) + (V4R)(X, y>] V=0 (15.6.7)

Da tali identita discende, per contrazione, che il tensore di Einstein, avente
componenti controvarianti

1 v
G =R =3 (YR, (15.6.8)
obbedisce all’identita
(V,.G)"™ = 0. (15.6.9)
pn=1

Se la varieta M ¢ bidimensionale, le componenti del tensore di Riemann sono
(detta K una costante)

RpA/LV = K(gpugAV - gpl/g)\u)a (15'6'10)

Dunque il tensore di Ricci e proporzionale alla metrica in tal caso, e la traccia
del tensore di Ricci e pari a 2K. Se la varieta M ¢ m-dimensionale, il tensore

(m?-1)

. . 2 . . . .
di Riemann ha =55 componenti indipendenti.

15.7 Olonomia

Tale concetto sara studiato piu approfonditamente nei capitoli da 18 a 20.
Per il momento possiamo dire che, dato p € (M, g), consideriamo 'insieme
dei cammini chiusi in p:

() ¢ [0,1], 4(0) = (1) = p}. (15.7.1)

Preso V' € T,(M), ne facciamo il trasporto parallelo lungo (). Dopo un
tragitto lungo ~(¢), approdiamo in un nuovo vettore X, € T,(M). Pertan-
to, il cammino chiuso () e la connessione V inducono una trasformazione
lineare

P, T,(M) — T,(M). (15.7.2)
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Per definizione, il gruppo di olonomia in p ¢ linsieme H(p) di tutte le
applicazioni nella (15.7.2). Assumiamo che H(p) agisca su T,(M) dalla
destra:

P,X = Xh, he H(p). (15.7.3)

In componenti, questo si scrive

PX = X'he,, (15.7.4)

pr=1

ove gli e, sono i vettori di base di T),(M). Sia Py ® P, il trasporto parallello
effettuato dapprima lungo ~ e poi lungo ~'. Posto

P,=P, 0P, (15.7.5)

il cammino chiuso o che ne risulta &

o(t) =v(2t)set € [0, %} , Y (2t—1)set € [%, 1} : (15.7.6)
Nel gruppo di olonomia, I’elemento unita ¢ la mappa costante v,(t) = p, con
t € [0,1]. L’inversa della trasformazione P, ¢ la trasformazione P,-1, ove
v Ht) = v(1 —t). 1l gruppo di olonomia H(p) ¢ contenuto propriamente
nel gruppo lineare generale GL(m,R), e GL(m,R) ¢ il massimo gruppo di
olonomia possibile. In particolare, se (M, g) ¢ parallelizzabile, ovvero se
esistono m campi vettoriali linearmente indipendenti ovunque su M, allora
H(p) puo essere reso banale.
Se la connessione V ¢ compatibile con la metrica, essa preserva la lunghez-
za dei vettori, ossia

gl, (Py(X), Py (X)) = g], (X, X), X € T,(M). (15.7.7)

Pertanto H (p) ¢ sottogruppo di SO(m) se (M, g) ¢ orientabile e riemanniana,
oppure H(p) ¢ sottogruppo di SO(m — 1,1) se la metrica g ha segnatura
lorentziana.

15.8 Olonomia della connessione di Levi-Civita
su S?

Dallo studio delle geodetiche su S?, gia conosciamo i coefficienti di connes-

sione. Consideriamo ora il vettore ey = % in (0, 0) e facciamone il trasporto



15.8. OLONOMIA DELLA CONNESSIONE DI LEVI-CIVITA SU S? 197

parallelo lungo la curva 7 di equazioni § = 6y, ¢ € [0, 27]. Sia X il vettore ey
di cui si e fatto il trasporto parallelo lungo ~:

X = X% + X%,. (15.8.1)

Dall’equazione per il trasporto parallelo del capitolo 13:

d;iu + Vél F*LA%XA =0, (15.8.2)
abbiamo nel nostro caso
8%)(9 — sin(6p) cos(0p) X? = 0, (15.8.3)
9 xo + cot(6p) X% = 0. (15.8.4)
Do 0

Se deriviamo la (15.8.3) rispetto a ¢ e poi usiamo la (15.8.4), troviamo
I’equazione differenziale

2x’ dxX®  d*X°
o sin(6y) COS(GO)W = i + cos?(6) XY = 0, (15.8.5)
la cui soluzione generale ¢
X% = Acos(Cyp) + Bsin(Cyg), Cy = cos(by). (15.8.6)
Quindi, ponendo X%(¢ = 0) = 1, troviamo
in(Co9)
X0 = x¢ = —SCod) 15.8.7
COS(CO¢)7 Sin(eo) ( )
Dopo il trasporto parallelo lungo la curva 7y, perveniamo al campo vettoriale
sin(27wC
X (¢ =27) = cos(2nCy)eq — ﬁed,. (15.8.8)

Ora il vettore originario € ruotato di © = 27 cos(6y) € [—2m,2x], e il gruppo
di olonomia in p € S? & SO(2). Altri casi notevoli sono

(i) S%: H(p) = SO(6).
(ii) S3 x S%: H(p) = SO(3) x SO(3).
(iii) S? x S% x 8% : H(p) = SO(2) x SO(2) x SO(2).

(iv) T : H(p) ¢ banale poiché il tensore di curvatura di Riemann si annulla
in tal caso.
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15.9 Isometrie

Sulla varieta (M, g), un diffeomorfismo f da M in M & una isometria se
preserva la metrica:

f*gf(p) = gp- (1591)

Questo significa richiedere che
g(f X, f*Y)|f(p) = g(X,Y)],, VX, Y € T,(M). (15.9.2)

Se indichiamo con z* le coordinate di p, e con y* le coordinate di f(p),
I'espressione in componenti della (15.9.2) diventa

B 5 I8 (P)) = Gy ()- (15.9.3)

Le isometrie formano gruppo, e poiché preservano la lunghezza dei vettori,
possono essere riguardate come moti rigidi. Ad esempio, in R”, il gruppo
euclideo

E"={F:x— Az +T, AcSO(n), T € R"} (15.9.4)

e il gruppo delle isometrie.

15.10 Trasformazioni conformi e riscalaggi di
Weyl

Sulla varieta (M, g), un diffeomorfismo f: M — M & una trasformazione
conforme se preserva la metrica a meno di un fattore di scala, ovvero

95 = € gp, 0 € C®(M). (15.10.1)
Pertanto deve aversi
9(f X, LY )]y = €7 g(X,Y)],, VXY € T,(M), (15.10.2)
la cui espressione in componenti (cf. (15.9.3)) e

"L Oy oyP i
507 57 908 (F () = €77 g (p). (15.10.3)
a76:1

I1 gruppo conforme Conf(M) ¢ Iinsieme di tutte le trasformazioni conformi
su (M, g).
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Notiamo subito che le trasformazioni conformi preservano gli angoli. In-
fatti, detto 6 'angolo fra i vettori X e Y di T,(M), si ha

_ gp(X, Y)
cos(f) = NS TIAE) (15.10.4)

e d’altro canto, detto 8’ I'angolo fra f,X e f.Y, si ha

g (XY) _ g(XY)

Ve g (X, X)e2g, (YY) /95X, X)g,(Y.Y)
= cos(0), (15.10.5)

cos(8) =

ove, come sappiamo, g,(X,Y) =>_" | g, X!V
Date invece due metriche g e h su M, si dice che h e collegata conforme-

mente a g se
h| = e%®) gl, = T (p) = e*@g ., (p). (15.10.6)

Pertanto si ottiene una relazione di equivalenza fra metriche su M, e la classe
di equivalenza che ne risulta e la struttura conforme. La trasformazione

g— € g (15.10.7)

e un riscalaggio di Weyl. L’insieme di tutti i riscalaggi di Weyl di (M, g)
viene indicato con Weyl(M).

Ad esempio, se z ¢ una variabile complessa e w = f(z) € una funzione
olomorfa di z, allora, posto z = x+iy, w = u(x, y)+iv(z,y), 'applicazione f :
(z,y) — (u,v) & conforme poiché, usando le condizioni di Cauchy-Riemann

Uy = Uy, Uy = —Vy, (15.10.8)

si trova

du ® du+ dv ® dv = <@d$ + @dy> ® (%dx + %dy)

ox Jy ox oy
ov ov v ov

(dz ® dr + dy ® dy). (15.10.9)

[y ()
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Capitolo 16

Geometria riemanniana. 1V

16.1 Riscalaggi di Weyl per vari tensori

Consideriamo un riscalaggio di Weyl che fa passare dalla metrica g alla me-
trica h = e?**P)g. Siano D la derivata covariante rispetto a h e V la derivata
covariante rispetto a g, e si definisca

K(X,Y)=DxY — VxY. (16.1.1)
Sia U il campo vettoriale che corrisponde al campo di 1-forma do:
Zlol = (do, Z) = g(U, Z). (16.1.2)

Allora
K(X,)Y)=X[o]lY +Y[o]X — g(X,Y)U, (16.1.3)

e sfruttando le condizioni
Dxh=0, Vxg=0, T(X,Y) =0, (16.1.4)

si trova (Nakahara 2003)
g(K(X,Y),Z)=X[o]g(Y,Z) +Y][olg(X,Z) — Z]o|g(X,Y).  (16.1.5)

Dalla (16.1.3) si ottiene, in componenti,

K(eﬂ’ ey) = D,e, —Vye, = Z ((h)r);w - F);w) ey
A=1
L —1\PA
= eylole, +elole, — gleu, e) (g 1)p (0,0)er,  (16.1.6)
p,A=1

201
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da cui, a sua volta,

m

WA, =17, + 820,0 + 620,0 — g > (97)" 00 (16.1.7)
p=1
Si puo poi definire il campo tensoriale di tipo (1,1)
1
B =-X[o|lU + VxU + -Ulo|X, (16.1.8)

2

in termini del quale le componenti del tensore di Riemann sono

MR, = B — 9B+ 9Bl + Y gox (B0, — BJo6),  (16.1.9)

o=1

ove le componenti di

B= > Ble,@FE" (16.1.10)
H,p=1
sono (posto o\ = 0\0)
B = -0, Z (gfl)p/\ oA+ Z (gil)p/\ <8u0'7)\ — ZFTM)\O"T>
A=1 A=1 T=1
1 & ;
5 2. (67" o0 .5, (16.1.11)
A, 7m=1

Pertanto, dopo una applicazione diligente di tali formule, si trovano le seguen-
ti relazioni per il tensore di Ricci e per la sua traccia (m essendo la dimensione

di M):

"Ry =Ry = g Y _ By — (m —2)By, (16.1.12)
A=1

WR =2 [R —2(m—1)> B} (16.1.13)
A=1

Se Vp € (M, g) esiste una carta (U, ) contenente p tale che g, = €*d,,,
allora si dice che (M, g) e conformemente piatta.

Esercizio 16.1. Si studi se il tensore avente componenti

1
Cp)\;w = Rp)\,uu - m (Rpug)\l/ - R)\,ugpl/ + R)\zzgp,u - Rpl/QA,u)
+ s ( = ) (16.1.14)
(m _ 2) (m _ 1) GpouGrv Gov9ru -1

¢ indipendente da o sotto riscalaggi di Weyl.
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16.2 Esempi di piattezza conforme

Ogni varieta di Riemann bidimensionale (M, g) ¢ conformemente piatta. Se
originariamente, in coordinate locali, la metrica si scrive nella forma

0 = Juudr @ dx + gy (dz ® dy + dy ® dx) + gy dy @ dy, (16.2.1)

allora, posto
’Y = g:m:gyy - (gacy>27 (1622)

si puo riscrivere g nella forma

Gy + Zﬁ > ( Gzy — Zﬁ
9= | VOdr + ————dy | ® | /Guudr + ————dy | . (16.2.3
( vV Gz \/ Yz ( )

Dalla teoria delle equazioni differenziali sappiamo che esiste un fattore inte-
grante A\ a valori complessi tale che

A (\/gmdx + %dy) = du + idv, (16.2.4)

A <\/gmdx 4 Jmv - \/_dy> = du — idv, (16.2.5)

da cui alfine

g = W2(du®du+dv®dv) (16.2.6)
e ponendo nE = = €27, otteniamo il sistema di coordinate desiderato. Le (u,v)
sono dette coordmate isoterme.

Sulla 2-sfera con metrica g = df ® df + sin*(0)d¢ ® d¢, notando che

d 1
— log |t = 16.2.7
a9 anz’ sin(0)’ (16:2.7)
l'applicazione f : (0,¢) — (u,v) definita da
6
u = log |tan 5’ , U= 0, (16.2.8)

fornisce una metrica conformemente piatta, poiché

do @ db

o =sin'o)

+do ® dgb) = sin®(0)(du ® du + dv ® dv). (16.2.9)
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16.3 Campi vettoriali di Killing

Sia (M, g) una varieta di Riemann, e X un campo vettoriale su M. Dato ¢
infinitesimo, se un campo vettoriale di spostamento € X genera una isometria,
si dice che X e un campo vettoriale di Killing. Le coordinate z* di p € M
cambiano allora per effetto dello spostamento z# — z# 4+ e X*(p). Se la
applicazione f che compie tale spostamento e una isometria, essa soddisfa la
condizione (cf. (15.9.3))

m

0 0
D 5@+ eX) 5@ +eXNg(r +eX) = gule),  (16.3.1)

pA=1

da cui consegue ’equazione

Z [X pGuv + (0uX?)gpu + (aVXp)gup] =0, (16.3.2)

p=1
OvVVero

(Lxg)um = 0. (16.3.3)

Detto ¢; : M — M un gruppo ad un parametro di trasformazioni che
genera il campo di Killing X, ’equazione Lxg = 0 significa che la geometria
locale non cambia nello spostarsi lungo ¢;. Dunque i campi vettoriali di
Killing rappresentano la direzione di simmetria di una varieta. Detta V la
connessione di Levi-Civita, si ha inoltre

(Lx9)w =0=(V,X), + (V. X),=0=

0,X, +0,X, —2> T",X,=0. (16.3.4)

p=1

La (16.3.4) si dimostra osservando inizialmente che nella (16.3.2), dalla con-
dizione V,g = 0, si ha

m

Oy = > (rﬁwgw n I”\p,jgu,\>, (16.3.5)
A=1
e inoltre (posto v = g 1)
auXp - Z [(aﬁﬁ/\p) Xn+ ”VApauX/\} : <16'3'6>

A=1
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Nella (16.3.6), sempre dalla condizione V,g = 0, si ottiene

m

au,y)\p — Z( _ F)\MU,VUP _ I‘PMU,}/A‘7>. (1637)

o=1

Pertanto si trova

(LXg)uu = a,uXu - Z F);,I,I/X)\ + auXu - ZF);/MX)\
A=1 A=1

+ Z [XAFpAygup — X1 9w
A,p=1

+ X)\Fp)\ﬂgp'/ o Xorpyagﬂp:|
= (V. X) + (Vo X),. (16.3.8)

Gli spazi massimamente simmetrici sono gli spazi col massimo numero di
campi vettoriali di Killing linearmente indipendenti, ovvero w Se X e
Y sono campi vettoriali di Killing, valgono le proprieta:

(1) aX +bY ¢ un campo di Killing V a,b € R.
(2) La parentesi di Lie [X,Y] ¢ anch’essa un campo di Killing.

Dimostrazione. La (1) discende immediatamente dalla linearita della deriva-
ta covariante. La (2) discende dalla formula

Lixy1g= LxLyg— LyLxg= Lx0— Ly0 =0, (16.3.9)

poiché per ipotesi Lxg = 0 e Lyg = 0. Dunque i campi di Killing formano
un’algebra di Lie delle operazioni di simmetria sulla varieta (M, g).

Notiamo ora che la (16.3.2) ¢ un caso particolare del calcolo di derivata di
Lie di un generico campo tensoriale 7" di tipo (0, 2), che quindi qui di seguito
riportiamo a fini pedagogici (cf. la (6.5.24)). A tal proposito, cominciamo
con 'osservare che, dalla (6.5.18), si ottiene la derivata di Lie dei vettori di
base EY = dx” dello spazio cotangente nella forma

LxE" =Y (0, X")E". (16.3.10)

p=1
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Pertanto troviamo

LxT =Ly Y T.E"®E"

p,rv=1

(LxT,,)E* @ EY +T,,(LxE*)® BV +T,,E* ® LxE"|

X[TW|E* @ B + T, > (00 X")E* ® E

p,r=1 A=1
IO
A=1
Z a;; E'@E"+ Y T,(0,X")E"® E”
pst,v=1
Z ,(0,XP)E* @ E”
Z (LxT)E" ® E". (16.3.11)
OVVero
,\aTw A A
(LxT)u = Z XASEE + (0, XN T+ (0,X )T (16.3.12)
A=1

16.4 Campi di Killing sulla 2-sfera

Su una 2-sfera di raggio unitario, le Eq. (16.3.4) per le componenti di un
campo di Killing diventano

0

5 = 0= Xo=f(9), (16.4.1)
0X
8_(; = —sin(0) cos(0) f(¢) =
X, = —sin(f) cos(h) / f(p)do + k(6), (16.4.2)
OXs L 9%0 5 on(0)X, = 0. (16.4.3)
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Osserviamo ora che, posto F(¢) = [ f(¢)d¢, la (16.4.2) fornisce
X,
8@ 9¢ (sin®(0) — cos?(0))F(¢) + fl—’;, (16.4.4)
mentre dalla (16.4.1) si ottiene
0Xy df
=0 _ Y 16.4.
9~ do (16.4.5)
Dalle (16.4.3)-(16.4.5) perveniamo all’equazione
P6)(sin*(6) ~ cos’(0) + 5 +
+2 cot O(sin(f) cos(0) F'(¢) — k(F)) = 0. (16.4.6)
Tale equazione si riesprime nella forma
dk df
— =2 =———F 16.4.
T — 20t Ok(0) = =55 = Fo). (16.4.7)
e dunque si risolve per separazione di variabili, ponendo
% — 2cot(0)k(9) = C, (16.4.8)
df
— 4+ F —C. 16.4.9
G Fo) = (16.4.9)
La (16.4.8) implica che
d k(0) C
= 16.4.10
do (sm (9)) sin?(6)’ ( )

e tale equazione, detta (] una costante d’integrazione, viene risolta da
k(0) = (C, — C cot(f)) sin*(6). (16.4.11)
Derivando ora I'equazione (16.4.9) rispetto a ¢, troviamo che

Xo(¢) = f(¢) = Asin(¢) + B cos(¢), (16.4.12)

= /f((b)dqﬁ = —Acos(¢) + Bsin(¢) — C. (16.4.13)
Allora dalla (16.4.2) si trova

X, = (Acos(¢) — Bsin(e)) sin(6) cos(d) + Cy sin®(6). (16.4.14)
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Finora abbiamo calcolato le componenti del campo di 1-forma associato al
campo di Killing. Usando la metrica della 2-sfera, otteniamo alfine il campo
di Killing

— x° 0 ¢ = 0
X = X + X 8¢
= A (sin(@% + cos(9) cot(&)%)
+ B (cos(gzﬁ)% — sin(¢) cot (6 )88¢) + 4 (1 (16.4.15)

16.5 Campi di Killing conformi

Sia (M, g) una varieta di Riemann e X un campo vettoriale liscio su M.
Se uno spostamento infinitesimo dato da eX* genera una trasformazione
conforme, si dice che X € un campo di Killing conforme. Dunque si richiede
che, sotto lo spostamento x* — z# + ¢ X*#, si abbia (cf. (15.10.3))

m

0 0 ”
Z gy (xf + eX”)8$ (2 + eXMgp(z +eX) = ¥ g, (x).  (16.5.1)

Osservando che o deve essere proporzionale a e, poniamo

o= % (16.5.2)

ove ¢ € C*°(M). Alla luce della (16.5.1), le componenti della derivata di Lie
della metrica lungo il campo X devono essere proporzionali alle componenti
della metrica, ovvero

(Lx9)u Z (X709, + (0,XP)gpw + (0, X)gpp)
p=1

= Y9, (16.5.3)

da cui, moltiplicando ambo i membri per le componenti controvarianti della
metrica e poi sommando su tutti i valori di p e v si trova il valore di v, ossia

w — % ( Z Xp’Y’“’apgw + 22811‘)(”) . (1654)

psp,v=1 p=1

Per i campi di Killing conformi, valgono le seguenti proprieta:
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(i) Una combinazione lineare di campi di Killing conformi ¢ ancora un campo
di Killing conforme. In formule, se

(LXg);w = Puv, (LYg)uu = iﬂguy, (1655)

allora

(LaX+bY g)HV = (CL(,O + bw)guy, VCL, beR. (1656)

(ii) Se X e Y sono dei Killing conformi, anche la loro parentesi di Lie lo e,
ossia esiste una funzione liscia ¢ per la quale

(Lix19) ., =<X[s0] - Y[s@])s]w/- (16.5.7)

Nello spazio euclideo m-dimensionale (R™, §), con coordinate locali z*, il
campo vettoriale

— 0
D= H— 5.
> oo (16.5.8)
pn=1
¢ un campo di Killing conforme. Infatti
(Lpb),, = > 1(0u3°)0p + (0y2°)8p0) = 20,0 (16.5.9)
p=1

16.6 Basi non coordinate

Sappiamo finora che, nella base coordinata, lo spazio tangente T),(M) & spaz-
zato dai vettori {eu = %}, e lo spazio cotangente dalle 1-forme di base
{E" = dz"}. Se ora si munisce M di una metrica, ci possono essere scelte
alternative, ovvero si possono considerare le combinazioni lineari

RN R
e, = Z; ea“%, {e!'} € GL(m,R), det{el} > 0. (16.6.1)
=

In questa formula {e, } & un frame, ossia un sistema di vettori di base ottenuto
per rotazione, mediante GL(m,R), della base originaria {e,}, con la richie-
sta che 'orientazione resti preservata. La metrica svolge un ruolo perché si
richiede che gli {e,} siano ortonormali rispetto a g:

m
g(€a, ) = Z el'ey Guy = Yab, (16.6.2)

H,r=1
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ove Ya = Ogp S€ ¢ ha segnatura riemanniana, mentre 7,, = 74 se g ha
segnatura lorentziana. La (16.6.2) puo essere invertita a dare
G = Zeauebyvab- (16.6.3)
a,b
Si ha inoltre
D et el =4/ (16.6.4)
D et el =065, (16.6.5)
pn=1

Poiché un vettore ¢ indipendente dalla base scelta, possiamo scrivere che

V= zm: Ve, = Z Ve, = Z zm: Vel e,, (16.6.6)
p=1 a

a p=1

da cui ricaviamo le componenti di V' nelle due basi:

V=NV, V=D eV, (16.6.7)
pn=1

a

Nella seconda delle (16.6.7), ispirati dal paragrafo 11.1 e dal ruolo chiave dello
spazio tangente T,(M) nello studio delle varieta differenziabili, si possono
contrarre le componenti di frame del campo vettoriale con i simboli di Infeld-
van der Waerden. Si ottiene allora, in 4 dimensioni, la descrizione cosiddetta
spinoriale a due componenti di un campo vettoriale mediante una matrice
2 x 2 per le sue 4 componenti (Penrose e Rindler 1984, Esposito 1995).

La base duale delle 1-forme viene definita come

m

0" =" e B, (16.6.8)
pn=1
e obbedisce alla condizione
<§a,a,> — 5 (16.6.9)

In termini delle 1-forme 5‘1, la metrica assume la forma

=Y guE 0B =Y Y et B © B

p,r=1 w,v=1 a,b

=Y bt @ 0. (16.6.10)
a,b
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La base {e,} di vettori e la base {@\“} di 1-forme sono dette basi non coordi-

nate. In quattro dimensioni, gli {€,} sono i vettori di tetrade. L’idea risale a
E. Cartan, che concepi per primo il repére mobile (Cartan 1946). La scuola
tedesca ignorava questo, e chiamo gli e le vierbeins (oppure vielbeins in pit
dimensioni). Le parentesi di Lie dei vettori di base non coordinata sono non
nulle, poiché si trova

a8, ZC (16.6.11)

ove
m

Cul= Z e, [ea“eb”’u — eb”ea”# ) (16.6.12)

H,v=1

Poiché V# =" V%M, si possono definire le matrici v di Dirac in spazi
curvi al seguente modo:

=> el (v, (16.6.13)

avendo denotato con y* le familiari matrici di Dirac nello spaziotempo di
Minkowski.

16.7 Equazioni di struttura di Cartan

I coefficienti di connessione rispetto alla base non coordinata sono definiti
mediante la relazione

Vel = Ve, b = » T2 (16.7.1)

Tenendo presente la (16.6.1) e le proprieta (13.4.4) e (13.4.5) delle derivate
covarianti, la (16.7.1) diventa

Em: el (QLeb” + zm: ebfTVW> => Z r,el e, (16.7.2)
p,v=1 p=1 c

Pertanto si ottiene

@b = Z eeq (aueby + ZebA Vux)
p,v=1 A=1
= Z e el'V, ey . (16.7.3)

pr=1
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Il tensore di torsione definito nella (14.1.3) ha quindi componenti, nella
base non coordinata, espresse da

75, = (. 7@,2.)) = (0. V2. - V& — [f0.2])

Inoltre, il tensore di curvatura di Riemann definito nella (14.1.4) ha le seguen-
ti componenti in base non coordinata:

R%}Cd — <§a, Vch/e\b - Vdvcé\b - V[é\c”e\d}/e\b>

_ <§a, v, (Z rfdbaf) v, (Z rgbaf> By ocdfvfa,>
f f f
= e [Padb] — ey [Facb}

f
Definiamo ora una 1-forma a valori matrice {w%}, detta la 1-forma di

connessione: .
W= Y Tt Bt = To6. (16.7.6)

c p=1

La 1-forma w9 soddisfa le equazioni di struttura di Cartan

0"+ Wy NG =T, (16.7.7)
b
dwy+ 3w Awh = RS, (16.7.8)

ove T° ¢ la 2-forma di torsione

a 1 a /77 AC
=) 5 Toc0" N O°, (16.7.9)
b,c

e R9 e la 2-forma di curvatura

1 o~
Ry=Y" 5 Rheal)” A 0. (16.7.10)
c,d

Per dimostrare la (16.7.7), valutiamone il membro di sinistra sui vettori di
base, e usiamo l'identita (10.2.12) e le (16.6.9) e (16.7.6). Dunque troviamo
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che

Se ora valutiamo il membro di destra della (16.7.7) su e., €4 e usiamo la
definizione (16.7.9) della 2-forma di torsione, troviamo

Lo () () - () (7))
T, (16.7.12)

Dall’accordo delle (16.7.11) e (16.7.12) segue che la (16.7.7) ¢ dimostra-
ta. Analoghe valutazioni permettono di verificare la seconda equazione di
struttura di Cartan, ovvero la (16.7.8).

Tenendo a mente le (16.7.7) e (16.7.8), come pure le (6.7.4)-(6.7.6), an-
diamo ora a dimostrare le identita di Bianchi. Invero, mediante derivata
esterna della (16.7.7) si ottiene

T = 9"+ Y (dw‘;, N Aw;,)
b

-
(

+ 3 (~wt AW AR AWt AT, (16.7.13)
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da cui segue la prima identita di Bianchi:

AT+ Wy AT = > Ry NG (16.7.14)
b b

Inoltre, la derivata esterna della (16.7.8) ci mostra che

AR = d*wf + ) (dw A — dws A w?)
:O—l—Z(R“C—Zw‘Q/\w%) A WS
c d
—Z (R%—Zw%/\w‘i) AW,
c d
= (RLAW; —wi A RS)
+3 0 (~wh Awh AW+ Wt Aws AwT) (16.7.15)
c,d

da cui segue la seconda identita di Bianchi:

AR+ (W% A RS — R% Awh) = 0. (16.7.16)



Capitolo 17

Geometria riemanniana. V

17.1 Connessione di Levi-Civita in base non
coordinata

Sia V la connessione di Levi-Civita sulla varieta (M, g), per la quale dunque
vale la condizione V,g = 0 di compatibilita con la metrica, e la proprie-
ta T(X,Y) = 0 di torsione nulla. Dal capitolo precedente conosciamo il
legame (16.7.3) tra i coefficienti di connessione F’\W in base coordinata e i

coefficienti di connessione I'% . in base non coordinata. Sia (M, ¢g) una varieta
riemanniana, e definiamo i coefficienti di rotazione di Ricci mediante

Tate = Y Gadl}, (17.1.1)
d

Allora la condizione V,g = 0 conduce alla successione di passaggi

m m
A d_
E ehed =64 = V,06, g Me)\e +e/\VMe]
A=1 A=1
m m
— g et Vel =— g eV e
A=1 A=1

m
d A
= Fabc — Z Z 6ade Aeb“V#ec

d A\p=1

= — Z zm: Saaeliel Vet (17.1.2)

d A\p=1

215
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Osserviamo ora che (anche in questo capitolo v = g~')

m

A
E E e; V,L adeA E e Vi ear = E ’y PecoV ean
A=1 d

Ap=1
eva#w)\pea/\) = ecpVues = Z ec)\vuea)\
A,p=1 p=1 A=1
=3 ) Geach Ve, (17.1.3)

Dalle (17.1.2) e (17.1.3) troviamo alfine che

Tape =—» Z Seache) Vel = —Tapa. (17.1.4)

d Ap=1

In termini della 1-forma di connessione wq, = Y, dqcw$, la condizione (17.1.4)
diventa

Wap = —Whg- (1715)

La condizione di torsione nulla 7% = 0 comporta la simmetria dei coefficienti
di connessione, ovvero F/\W = FAW. Consideriamo ora la relazione di com-
mutazione (16.6.11). Se qui facciamo uso della condizione di torsione nulla,
troviamo

Z ab ‘e = Vaey — Viea = Z (Fcab - FCba) €.

[

— O, =T°, —T%,, (17.1.6)

essendo gli e, una base. Sostituendo questa relazione nella formula per le
componenti della curvatura di Riemann, esprimiamo queste ultime unica-
mente in termini dei I'G ., ovvero

Riyeq =€ [Fadb] — €4 [Facb} + Z (Fj;bracf - chbradf>
f

B Z (chd - FJZ&:) . (17.1.7)
f
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17.2 Esempio di calcolo in base non coordi-
nata

Con riferimento alla metrica (15.6.2) dello spaziotempo di Schwarzschild, se
definiamo le 1-forme

oM -~
p= 1My g (17.2.1)
r 1 — 2M

0 =r df, 6° = rsin(0) do, (17.2.2)

ove r > 2M, 0 € [0,7], ¢ € [0,2r[, troviamo che tale metrica assume la
forma

3
g=—02d+> Fad" (17.2.3)
k=1

La condizione metrica implica che w?, =0, Va = 0, 1,2, 3, e la condizione di

torsione nulla fornisce le equazioni (posto f(r)y=4/1- %)

r)dt] + Zwb 0, (17.2.4)

{ ]+Zwb _o, (17.2.5)

d(r df) —l—Zwb =0, (17.2.6)

d(rsin(f) de) +Zwb = 0. (17.2.7)

Le componenti non nulle della 1-forma di connessione sono dunque (si ram-
menti che usiamo qui unita G = ¢ =1)

W =wh = T—A/;[dt, (17.2.8)
w? = —wh = f(r)db, (17.2.9)
w3 = —wh = f(r)sin(0)do, (17.2.10)

w = —w% = cos(0)do. (17.2.11)
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Le componenti della 2-forma di curvatura le troviamo dall’equazione di strut-
tura (16.7.8), ovvero (Nakahara 2003)

OIM ~ A
M M ~
R, = R} = —ﬁ@) NG, R, = —R% = ——50 A 02, (17.2.13)
M 2M
Ry = —R% = —ﬁé‘ NG, Ry = —R’ = 7’_352 N (17.2.14)

17.3 Digressione sulle derivate di campi ten-
soriali

A proposito di derivate covarianti (cf. paragrafo 13.6) di campi tensoriali 7'
di tipo (0,2), di cui la metrica ¢ solo un caso particolare, osserviamo che,
facendo uso della (13.6.9), si trova

VI=V,> (TaﬁEa ® Eﬁ>
a,B=1

= D [(VuTaﬁ)Ea ® B + Tos(V,E*) @ B” + TopE* @ VuE’B}

a,f=1
= (et g g7, ST B B - T e, B
—ZW @~ Ty ) DB @B~ TsE*® ) TV,
a,8=1 L A A
= _aTaﬁ = A A o Jé]
= D W—Z(FmTw”wTaA) EY®E
a,f=1 L A=1
— V. 1)asE* @ EP. 17.3.1
Iz B
a,B=1

Al rischio di ripeterci, le derivate covarianti senza uso di parentesi ton-
da hanno invece un altro significato (di sovente dimenticato o ignorato in
letteratura):

0T s
V. Tos = VB%TQB = Bk

poiché T, 3 sono i valori assunti dalle componenti di 7" nel punto di coordinate

x*, e dunque si deve usare la proprieta Vxf = X|[f] gia incontrata dalla
(13.4.5) in poi.

(17.3.2)

Y
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17.4 Forme di volume

Nel paragrafo 7.5 abbiamo definito 1’elemento di volume come una m-forma
su una varieta orientabile M a m dimensioni. Se ora M viene munita di una
metrica g, esiste un elemento di volume naturale che ¢ invariante per trasfor-
mazioni di coordinate. Posto I' = det(g,,), I'elemento di volume invariante
e (abbiamo E* = dz*)

Vi = ITIE*ANE* A AE™, (17.4.1)

le z# essendo le coordinate della carta (U, ¢). La m-forma ¢ invero invariante
per cambiamenti di coordinate. Se y* denotano le coordinate in un’altra carta,
(W, 1)), con UNW # (), 'elemento di volume invariante & ivi

dy' A ... A\dy™. (17.4.2)

Se x* e y” definiscono la stessa orientazione, il det e positivo su U N'W,
il che implica I'invarianza di V,; per cambio di coordlnate poiché allora

i ai (17.4.3)

da cui segue che

Vi =

det (gz >’\/\F dt(gy )El/\EQ/\ AE™

=4I| E*ANE*A..ANE™ (17.4.4)

Nella base (16.6.8) di 1-forme non coordinate, 1’elemento di volume invariante
si scrive nella forma

Vir = |e|E'A . AE™ =80 A .. AO™, (17.4.5)

ove e = det €. Grazie a Vi, l'integrale di una funzione liscia su M ¢

/ Vi = / fVID|EYANE? A NE™. (17.4.6)
M M
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17.5 La mappa x di Hodge

Cominciamo col definire il tensore totalmente antisimmetrico la cui compo-
nente €, _,,, assume valore 1 se (f1.../t,,,) € una permutazione pari di (1...m),
valore —1 se (f41...44,,) € una permutazione dispari di (1...m), e altrimenti vale
0. La forma controvariante di tale tensore ha allora componenti

ghtim Z APV pmme (17.5.1)

{vi..vm}

La mappa x di Hodge, che studieremo piu approfonditamente nel capitolo
31, € una applicazione

*x: Q'(M) — Q" "(M) (17.5.2)
la cui azione su un elemento di base di Q" (M) ¢ definita da

*(EM NN EFT)

Vr41...Um

‘F| 1.y Vpi1 Vm,
:(m—v—r)!zgﬂ " EV 1 N N\ EYm, (17.5.3)
{v}

In particolare, x1 e I’elemento di volume invariante di cui parlavamo poc’anzi:

vall .
*x] = W ZSMl...MmEILI A...N\NEH

{u}
= I[| E'A . AE™ = V). (17.5.4)
Nello spazio euclideo <R3, Zi,yzl o E* @ E”), queste definizioni forniscono
*FE'' = F2 NE3, xE? = F3 N E', xE® = E' A E?, (17.5.5)
*(E'ANE?) = E®, x(E* N E®) = E', x(E* A EY) = E?, (17.5.6)
*(E'NE* AN E?) =1, (17.5.7)
*xf(z) = f(x)E* N E* A E®. (17.5.8)

Data una r-forma w € Q" (M):

1
w=)_ o BN A B (17.5.9)

{u}
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si ha

VI i e v
*W:m{%:}wm...m“l o BTN LA B (17.5.10)
npiV

Nella base di 1-forme non coordinata (16.6.8), lo = di Hodge agisce come
segue:

=N _cmewg B0 AL NG, (17.5.11)

ove il tensore antisimmetrico € si definisce in analogia a quanto fatto prima,
ma con riferimento a permutazioni pari o dispari (aj...a,,) di (1...m). Ad
esempio, dato il campo tensoriale di tipo (0,2) nella (7.2.2), le componenti
del suo x di Hodge sono

1 — .
(P = 5 > el Fpo (17.5.12)
p,o=1
Data inoltre la 3-forma
m 1 ,
G= Y QGAWE* AE* A E”, (17.5.13)
A p,r=1

il suo x di Hodge e una 1-forma avente componenti

1 m
(*G)x = S > el Gy (17.5.14)
1

v, p=

. . .. ST . _ b . .
In basi non coordinate, gli indici di € si alzano con (§7')* nel caso riemanni-

_1\ab . . .
ano, e con (n71)* nel caso lorentziano. Applicando due volte lo x di Hodge
ad una r-forma w, si ottiene una forma differenziale proporzionale a w, ovvero

*xw = h(m,r)w, h(m,r) =o(=1)"m"), (17.5.15)

ove 0 = 1 se (M, g) e riemanniana, e 0 = —1 se (M, g) & lorentziana.

Una 2-forma F' puo essere scritta come somma delle sue parti autoduale
(FT) e antiautoduale (F'7), ove F'" e F'~ sono definite, nel caso lorentziano,
dalle condizioni

KF* = iF*, %F~ = —iF~ (17.5.16)
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dalle quali si ricava
1 1
F+:§(F—z’*F), F_:§(F—|—i*F). (17.5.17)
Nel caso riemanniano, si ha invece
* T =Ft «xF~ = —F". (17.5.18)

Notiamo che nello spaziotempo di Minkowski, in corrispondenza al cam-
po vettoriale U di componenti (1,0,0,0), si hanno (Ward e Wells 1990) le
componenti delle 1-forme di campo elettrico (€) e magnetico (B):

3 3
Eu=Y U'Fu, By=)Y UMN+F)u (17.5.19)
A=0 A=0

Da tali formule segue che

3 3 3
N UrE, =) UMUPF,=FUU)= Y U"UYF,y =0, (17.5.20)
n=0

1, A=0 ©w,A=0

3 3 3
Y U"B, =Y UPUMN*F)un=+F(UU) = Y U UV(F) = 0.
pn=0 1, A=0 ©w,A=0
(17.5.21)
Pertanto le 1-forme 22:0 EEN e Zi:o B, E* vivono in un iperpiano orto-
gonale ad U (Ward e Wells 1990). Le componenti £, della 1-forma di campo
elettrico non vanno confuse con i vettori di base E* dello spazio cotangente.
Supposte assegnate le r-forme w e y come nella (17.5.9), il prodotto
esterno w A xx € una m-forma

1
WA XX = Z qul...,u,,xulmur Vi |F| El A..NE™

{u}
= X N\ *w. (17.5.22)
In base non coordinata, esso diventa
1 ai...arpl am
WAKY =D a0 X0 A ADT (17.5.23)
{a}

e basandosi su di esso si puo definire il prodotto interno
(OJ, X) = / w A *X
M
1
- F/ > W XD EV A LA E™
s M
{n}

= (x,w). (17.5.24)
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Un’altra applicazione importante ¢ la mappa aggiunta della derivata e-
sterna:

d . Q (M) — Q7 (M), (17.5.25)

definita mediante la relazione
d" = u(m,r) % dx, u(m,r) = p(—1)""+D, (17.5.26)
ove p = —1 se (M,g) & riemanniana, p = 1 se (M, g) ¢ lorentziana. Nel

capitolo 31 studieremo piu in dettaglio la teoria di Hodge, e arriveremo a
dimostrare il teorema di Hodge sulla forma assunta da ogni p-forma liscia
sulla varieta (M, g).

17.6 Derivate covarianti a confronto

Nel passare dalla prima alla seconda riga della (17.1.3), abbiamo fatto uso di
una proprieta che merita un commento. A tal fine, consideriamo ad esempio
la derivata covariante della traccia 7 di un campo tensoriale 7" di tipo (0, 2).
Con la nostra notazione, si trova

- L [oy 0T
V.5 = V. AT iy Ty | — T A ¢
aT = E [( oY) D + 77 a)\u:|_ E {—%a ,\u+7“—9xa}-
Ap=1 Ap=1
(17.6.1)

In tale formula, facendo uso della (16.3.7) per riesprimere le derivate parziali
di v, otteniamo (rinominando gli indici muti)

_ A A 8 8
Vor = Z A a — Z(FaATﬁﬂ +T a,uT>\/3>
Ap=1 =
— Z YV o T ) ru- (17.6.2)
A p=1

D’altro canto, usando la notazione abbreviata che la letteratura attuale
preferisce, si puo scrivere che (qui omettiamo di scrivere la somma esplicita
sugli indici ripetuti, per coerenza con 1'uso di tale notazione)

Tia = ('YAHTAM);CY = 'V;)&MTA + VAMT/\M&» (17.6.3)

che concorda con la nostra (17.6.2) imponendo che vy = 0. Dunque, il
semicolon si puo usare come sostituto della nostra notazione accurata. 1
vantaggi pratici si apprezzano per calcoli con derivate covarianti successive
di un campo tensoriale, anche se la nostra notazione resta concettualmente
piu chiara.
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Capitolo 18

Fibrati principali e vettoriali. 1

18.1 Concetto di spazio fibrato

Le teorie di gauge delle interazioni fondamentali nascono da una opportuna
formulazione di richieste di invarianza o covarianza, e dunque rendono neces-
sario coniugare lo studio dello spaziotempo (M, g) con lo studio dell’azione di
gruppi di Lie su varieta differenziabili. Su tali varieta si ha una teoria delle
connessioni e della curvatura che e poi collegata alla teoria di connessioni
e curvatura su (M, g), che viene detto spazio di base. Il collegamento fra
la varieta sovrastante e (M, g) ¢ fornito da fibre che andremo a definire,
congiuntamente ad applicazioni di proiezione dallo spazio sovrastante sullo
spazio di base. Si ha pertanto a che fare con varieta differenziabili che, in
generale, solo localmente sono varieta prodotto. Le nostre fonti principali
sono il materiale in Nakahara (2003), Nacinovich (2015), Vitale (2020).
Uno spazio fibrato ¢ per noi una quintupla

(E,M,7,F,G), (18.1.1)

ove F ¢ lo spazio totale, M lo spazio di base, 7 : E — M una applicazione
di proiezione surgettiva di £ su M: w(E) = M, F viene detta fibra e G
prende il nome di gruppo di struttura. Considerando un ricoprimento aperto
di M mediante una famiglia di insiemi Uj;, esistono dei diffeomorfismi

le cui mappe inverse sono trivializzazioni locali del fibrato. Se U; e U; hanno
intersezione non vuota, si definisce

ol O =ty (18.1.3)

225
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Tali applicazioni t;; : F — F sono dette funzioni di transizione. Esse
formano gruppo, in quanto (il punto p appartiene all’intersezione degli intorni

aperti ove consideriamo la composizione delle funzioni di transizione)
ti(p)tj(p) = ti(p), (18.1.4)
(tij(p)tik(p))tia(p) = tij(p) (L (P)tia(p)), (18.1.5)
ti; = elemento identico, (18.1.6)
t;jl(p) = t;i(p). (18.1.7)

Dato u € E, si ha n(u) = p € U;NU,. Le mappe inverse gpl e goj_l sono en-
trambe definite su 7~ (U; NU;). Assegmamo ad u due diverse trivializzazioni

;' (w) = (p, fi(p), ;" (u) = (p, f5(p)), (18.1.8)

ove le f; sono applicazioni da F' in F' che sono le coordinate di fibra, e ove il
legame fra esse viene fornito dalle funzioni di transizione:

Ji(p) = ti;(p) f3(p)- (18.1.9)

A livello piu profondo, le funzioni di transizione sono una rappresentazione
del gruppo di struttura G sulla fibra. Se le funzioni di transizione pos-
sono essere scelte tutte uguali all’identita su F' (ossia se esse forniscono una
rappresentazione banale del gruppo G), allora

filp) = £;(p), Vi, J. (18.1.10)

In tale caso particolare, il fibrato ha globalmente la struttura di spazio
prodotto £ = M x F.
Le sezioni del fibrato sono applicazioni

o Uy — E (18.1.11)

tali che la loro composizione con la mappa di proiezione fornisce I'identita
sullo spazio di base:

o0 =id|,, . (18.1.12)
Posto F, = 7 !(p), si ha
oi(p) € F, C E, (18.1.13)
oi(p) =u € E: m(u) =p, (18.1.14)
wi (0i(p) = (p,5i(p)). (18.1.15)

La coordinata di fibra di o;(p), ovvero la g;(p), € un vettore valutato in p se
0; € un campo vettoriale.
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Uno sguardo in avanti. Come vedremo, la derivata covariante puo essere
definita come derivata di sezioni di un fibrato vettoriale, in cui la fibra e
isomorfa ad uno spazio vettoriale. Detto I'(E) lo spazio delle sezioni del
fibrato E, esso e un modulo sinistro sull’anello delle funzioni su M. Una
volta assegnate le rappresentazioni locali (18.1.15), si definisce la derivata
covariante per o;(p) e si considera in particolare un fibrato vettoriale £ su
M. Le ;(p) sono allora vettori su M, e sono esempi di spazio totale lo spazio

E=T(M)= | pxT,(M)

peEM

oppure
E=T"M)=|JpxT;M).
peEM

Per definire la derivata di un campo vettoriale occorre una regola di trasporto
di un campo originariamente valutato in un certo punto, V(p) € T,(M), in
un altro punto V(q) € T,(M). Questa regola ¢ il trasporto parallelo che noi
abbiamo finora definito e studiato nelle lezioni sulla geometria riemanniana.

Le interazioni fondamentali, inclusa la gravitazione, sono descritte da
1-forme di gauge con la associata 2-forma di curvatura. I campi di materia
sono sezioni di fibrati vettoriali (questa é una descrizione geometrica, che non
dipende dalle carte su M), mentre i potenziali di gauge e le 2-forme di cur-
vatura sono finora descritti solo localmente. Nei prossimi capitoli cercheremo
di capire cosa sono questi concetti da un punto di vista geometrico intrinseco.

18.2 Fibrati principali. I

Un fibrato principale ¢ detto anche G-bundle, ove G € un gruppo di Lie. Si
scrive allora P(M, G), ove P ¢ una varieta differenziabile e M ¢ la varieta di
base. La fibra del fibrato e proprio il gruppo GG. L’applicazione di proiezione
associa ad un elemento u di P un punto p di M:

T:ueP—peM= n(u)=np. (18.2.1)

Indichiamo inoltre con G,, essendo I’ = G, I'immagine inversa di u tramite
T
1 (u) = G, (18.2.2)

Indicando ancora con U; gli elementi di un ricoprimento della varieta di base
M, abbiamo i diffeomorfismi

iU xG—a ' (U) CP, (18.2.3)
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le cui mappe inverse forniscono una trivializzazione locale del fibrato, e
scriviamo (cf. (18.1.8))

i t(u) = (p,9:). (18.2.4)

La g; € la coordinata di fibra. Il gruppo G agisce sulla fibra sempre a sinistra,
ossia (cf. (18.1.9))

9: = tij(p)g;- (18.2.5)

Le t;;(p) sono le funzioni di transizione, e sono a valori nel gruppo di strut-

tura. Notiamo anche che, mentre m € una applicazione da P a M, il suo

pushforward 7, mappa campi vettoriali su P in campi vettoriali su M.
Abbiamo quindi la quintupla

(P,M,7,G,F =G), (18.2.6)

col gruppo di struttura che agisce a sinistra sulla fibra. Inoltre esiste una
azione destra del gruppo sullo spazio totale P che non dipende dalle trivia-
lizzazioni:

P xG— P, (u,a) — ua. (18.2.7)

Dalla (18.2.4) possiamo allora scrivere che

u = pi(p, 9:), ua = pi(p, gia) = ¢i(p, gi)a. (18.2.8)
L’azione destra del gruppo G e una azione libera e transitiva, ovvero
R: (u,a) — Ru(u) =ua (18.2.9)

e libera e transitiva, ossia, dati uq, us tali che

m(uy) = m(uz) = p, (18.2.10)
allora (azione transitiva)
JaeG: uy=1u a="TRy(u) (18.2.11)
e inoltre (azione libera)
ua =u=>a=e. (18.2.12)

Nei fibrati vettoriali, dato il punto p € U;NUj, e la sezione o; € I'(E, M),
si ha
wi (oi(p)) = (p.5:(p)), Tip) = ti;(p)T;(p), (18.2.13)
ma non si ottiene o; in termini di o;. Per i fibrati principali, invece, usando
I’azione destra del gruppo che non dipende dalla trivializzazione, si ottiene
la relazione

oi(p) = o;(p)tji(p). (18.2.14)



18.3. FIBRATI PRINCIPALI. II 229

Andiamo ora a dimostrare la (18.2.14). A tal fine, consideriamo p € U; N U;,
e un certo u per il quale

i (@) = (pe). (18.2.15)
Dette o; e 0, due sezioni definite su U; N Uj, si ha, a partire dalla (18.2.15),

= 0;(p)t;i(p), (18.2.16)

che appunto coincide con la (18.2.14). Q.E.D.
Questa relazione puo essere estesa a due qualsivoglia sezioni locali poiché,

posto
0i(p) = ojtji = oxty, (18.2.17)

componendo ambo i membri con la funzione di transizione ¢;; si trova

Okt Oty = 0t Oty = o) = 0ty (18.2.18)

18.3 Fibrati principali. 11

A costo di introdurre lievi ripetizioni del paragrafo 18.2, possiamo dire quanto
segue. Un fibrato principale P(M,G) su M, con gruppo di struttura G, ¢ un
fibrato ¢ = (P, M, m, G) tale che (Mele e Laudato 2015):

(1) Detti ; i diffeomorfismi (18.2.3) che realizzano la trivializzazione locale
(18.2.4), ove u € #1(U;), p = w(u), allora si ha, Vh € G,

Pip(Ru(u) = @i, (uh) = o7, (w)h = (p, 9:)h = Ra(p, 9:)- (18.3.1)

(2) Il gruppo di Lie G agisce liberamente su P dalla destra, ovvero esiste una
funzione liscia R, tale che

Ry: PxG— P, Ry: (u,9) — Ry(u) = ug, (18.3.2)
e per la quale R,(u) # u a meno che g = e.

(3) M & lo spazio quoziente P/G rispetto all’azione R, di G su P, ossia le
fibre 71(p), al variare di p € M, sono le orbite di R,.

L’azione destra del gruppo G su P e indipendente dalla trivializzazione
locale. Se p € U; N Uj, allora

uh = ;(p, g;h) = ¢;(p. t;i(p)gih) = wi(p, gih), (18.3.3)
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dunque la moltiplicazione a destra e definita senza riferimento alla specifica
trivializzazione locale, e pertanto vale quanto detto al punto (2) per la fun-
zione liscia R,. Inoltre, I'azione ¢ anche libera poiché, se u = ¢;(p, g;), si
ha

i(p, gih) = wi(p, g:)h = uh. (18.3.4)
Quindi, se uh = u per qualche u € P, allora
@i(p, gih) = uh = u = @i(p, g:). (18.3.5)

Ma I'applicazione ¢; € biunivoca, dunque ’eguaglianza delle immagini tramite
@; implica che g;h = g;, ovvero deve aversi h = e € (. Inoltre, I’azione de-
stra di G su 7w71(p) & transitiva, ossia Vu, v esiste un elemento g € G tale che
u = vg. Questo implica che, se w(u) = p, possiamo costruire tutta la fibra
come

{Ryn " (p)| g € G} ={ug| g € G}. (18.3.6)
Pertanto le fibre sono diffeomorfe al gruppo di struttura, e scriviamo con

notazione abbreviata
' p) =G, pe M. (18.3.7)

Da qui si ¢ indotti a considerare 'altra possibile definizione (Mele e Laudato
2015):

Un fibrato ¢ = (P, M, n, F') con gruppo di struttura G' & detto un fibrato
principale su M con gruppo di struttura G se la fibra F' ¢ un gruppo di Lie, e
G ¢ il gruppo di Lie dei diffeomorfismi W di F' tali che (Marathe e Martucci
1989)

W(fife) =W(fi)fz, fi. fo € F. (18.3.8)

Per approfondimenti di geometria differenziale suggeriamo, in ordine cro-
nologico diretto, la vasta messe di teoria ed esempi in Kobayashi e Nomizu
(1963), Spivak (1979), Dubrovin et al. (1988), Donaldson e Kronheimer
(1990), Nacinovich (2015), Nacinovich (2019), D’Andrea (2020).

18.4 Esempi

Nel fibrato tangente 7'(M) definito dopo la (18.1.15), la fibra F' ¢ T,(M) =
R™ e il gruppo di struttura ¢ G = GL(n,R). Per ottenere le funzioni di
transizione t;; basta considerare due espressioni equivalenti per il vettore
tangente in p € U; N Uj, ovvero (usando indici latini racchiusi da parentesi
tonde per indicare in quale intorno si svolge il calcolo)

" 0 - 0
X, =S"x+-2 _Nxv_ 9 18.4.1
P ; Crra > X T ( )

v=1
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dalle quali si ricava che (cf. Nash e Sen 1983)

? Ot
Xy = ) =ty = 5~ 18.4.2
Z oxV T Qv ( )
L) ()
che e una matrice n x n.
Nel fibrato cotangente 7*(M), la fibra I ¢ Ty(M) = R, e il gruppo di
struttura ¢ G = GL(n,R). Per ottenere le funzioni di transizione 7;; basta

considerare due espressioni equivalenti per la 1-forma in p € U; N U;, ovvero

n

Z Wl El =Y WP B, (18.4.3)

v=1

dalle quali si ottiene

8x’(‘j.) AT
"= Gt _(tij ) . (18.4.4)

Nel fibrato dei frame, la fibra F' consiste di tutte le basi ordinate di 7,,(M),
e risulta dunque isomorfa a GL(n,R), poiché sappiamo dalla (16.6.1) che le
basi ordinate si ottengono agendo mediante GL(n, R) su una base assegnata.
Anche il gruppo G di struttura consiste del gruppo lineare generale GL(n, R),
pertanto siamo in presenza di un fibrato principale, e le funzioni di transizione
coincidono con le t;; della (18.4.2).
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Capitolo 19

Fibrati principali e vettoriali. 11

19.1 Ripasso di concetti, e il fibrato delle basi

Nel capitolo 18 abbiamo definito i fibrati principali. Dunque sappiamo che
in tale ambito consideriamo uno spazio totale P, uno spazio di base M, una
proiezione surgettiva w di P su M, una fibra F' che ¢ un gruppo di Lie ed
e diffeomorfa al gruppo di struttura G. Il gruppo G agisce su P con azione
destra, e agisce anche mediante ['usuale azione sinistra sulla fibra. L’azione
sinistra dipende dalla trivializzazione locale, mentre le fibre sono le orbite
dell’azione destra. Questa azione destra, dati u € P e a € (G, opera come
segue:

(u,a) — ua = Rqy(u), (19.1.1)

ed e libera e transitiva.
L’azione sinistra collega diverse coordinate di fibra tra loro. Usando le
mappe di trivializzazione locale, sappiamo che

o; ' (u) = (p,9i(p)), w5 (w) = (p,g;(p)), (19.1.2)

e facendo uso delle funzioni di transizione ¢;;, I’azione sinistra si espleta
mediante la relazione

9i(p) = ti;(p)g; (p)- (19.1.3)
Le sezioni locali del fibrato sono applicazioni

o :UyC M — 7 1(U;) CP. (19.1.4)

Abbiamo dimostrato che o;(p) = o;(p)t;i(p), da cui deduciamo che, se una
sezione ¢ globale su M, allora il fibrato possiede globalmente la struttura di
prodotto: P =M x G.

233
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Esempi di fibrati principali sono la fibrazione di Hopf, alla quale dedi-
chiamo il capitolo 22, e il frame bundle F(M). Come sappiamo dal paragrafo
18.4, F(M) ¢ un fibrato su una varieta M con fibra data da una collezione
di basi su M. Tali basi sono i punti della fibra, e sono in corrispondenza
biunivoca con gli elementi del gruppo lineare generale GL(n,R) (cf. capitolo
16). Se consideriamo una particolare base f su M, ogni altra base f si ottiene
agendo su f mediante un elemento h € GL(n,R). Quindi F(M) & un fibrato
principale su M con fibra GL(n,R). Una sezione locale opera associando ad
un punto p di M una base su M in p:

i pe€M—{e1(p),...,en(p)}- (19.1.5)

Se la sezione o; ¢ globale, ossia 0; = o, Vi, j dell’atlante, allora possiamo
assegnare su M una base globale, ossia M ¢ parallelizzabile.

19.2 Fibrati vettoriali e fibrati associati

Assegnato un fibrato principale (P, M, m, G), possiamo costruire fibrati vetto-
riali che diciamo associati a P. Per prima cosa, andiamo a definire il concetto
di fibrato vettoriale, che finora avevamo solo menzionato.

Definizione 19.1. Un fibrato oo = (E, M, 7, F, G) viene detto fibrato vetto-
riale con fibra tipica F', se F' & uno spazio di Banach a dimensione finita e G
¢ il gruppo di Lie dei diffeomorfismi lineari di £ (Mele e Laudato 2015). In
particolare, se F' & uno spazio vettoriale reale e k = dim(F'), G = GL(k,R),
allora o viene detto un fibrato vettoriale di rango k. Questa definizione fa
prendere forma compiuta all’idea di avere un fibrato la cui fibra ¢ uno spazio
vettoriale.

Sia ora P(M,G) un fibrato principale, e siano p l'azione di G su F, 1
I’azione di G sulla varieta prodotto P x F"

¢ (u, f) — (ug,plg”)f), ue P, fEF, geG. (19.2.1)

L’azione 9 e libera.

Definizione 19.2. 1l fibrato associato E(M, F, p, P) € una classe di equiva-
lenza i cui elementi [u, f] sono dati dalla identificazione

(u, f) ~ (ug, p(g™) ). (19.2.2)

Pertanto, se consideriamo la proiezione data dalla mappa

O: PxF—E, (19.2.3)
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otteniamo il diagramma commutativo in Fig. 19.1 (si dicono commutativi
tutti i diagrammi che esprimono modi equivalenti per approdare ad una
struttura B a partire da una assegnata struttura A):

s
PxF - P
O T
c v =r M
g

Figura 19.1: L’azione delle proiezioni my, 7, O, 7.

ove la proiezione wp : E — M e definita da
[u, f] — m(u), (19.2.4)

la proiezione m; : P X ' — P ¢ la proiezione sul primo fattore, ossia e
definita da
(u, f) — u. (19.2.5)

In particolare, se F' € uno spazio vettoriale, e p € una rappresentazione del
) )
gruppo di Lie G, allora possiamo riguardare p come una applicazione

p: G— GL(V), (19.2.6)

dove GL(V) consiste di trasformazioni lineari su uno spazio vettoriale V. In
generale, la richiesta che p sia una rappresentazione del gruppo G comporta
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che, Vg, h € G, si abbia

p(®(g,h)) = ¢(p(g), p(h)), (19.2.7)

avendo indicato con ® la legge di composizione per gli elementi del gruppo G,
e con ¢ la legge di composizione tra le immagini degli elementi di G tramite
p.
Nei fibrati vettoriali associati, la trivializzazione locale viene fornita dalle
applicazioni
@i : Uy x V — 71 (Uy), (19.2.8)

e la funzione di transizione di £ ¢ data da p(t;;), ove t;; ¢ la funzione di
transizione di P.

I fibrati associati permettono di studiare le proprieta delle particelle
elementari, associate a rappresentazioni unitarie irriducibili del gruppo di
Poincaré (Wigner 1939, e cf. capitolo 12). In fisica teorica sono anche di
interesse le rappresentazioni unitarie proiettive di un gruppo G, per le quali,
detta w(g, h) una funzione di fase a valori in U(1), si ha

p(®(g, ) = w(g, h)e(p(g), p(h)). (19.2.9)

Supposto assegnato un fibrato principale dato dal fibrato F(M) delle
basi, sono suoi fibrati associati il fibrato tangente T'(M), il fibrato cotangente
T*(M), e il fibrato dei campi tensoriali su M.

Se viene invece assegnato un fibrato £ con gruppo di struttura G e fibra F,
si costruisce il fibrato principale (P, M, G) sostituendo alla fibra F' il gruppo
G, e considerando prima

P=|JUxaG, (19.2.10)

e poi definendo N
P=DP/~, (19.2.11)

dove stavolta la relazione di equivalenza stabilisce che
(p,gi) ~ (P, g5) sep =pegi=tij(p)g;. (19.2.12)

Se le sezioni sono vettori di Lorentz, allora il gruppo di struttura e il
gruppo di Lorentz, e il fibrato principale di interesse e

(P,M,G) = (L(M),M,SO(1,n — 1)),

L(M) indicando lo spazio dei Lorentz frame.
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Se la fibra F' ammette una rappresentazione spinoriale del gruppo di
Lorentz, si ottengono il fibrato degli spinori di Weyl (W) se

F=C*= E=(W,M,r C*SL(2,C)), (19.2.13)
oppure il fibrato degli spinori di Dirac (D) se

F=C'= E=(D,M,x,C*SL(2,C) x SL(2,C)). (19.2.14)

19.3 Campi vettoriali verticali

Denotando come prima con u un elemento del fibrato principale P(M, G), e
con Gy la fibra in ¢ = m(u), si definisce spazio verticale lo spazio di tutti i
vettori v, appartenenti allo spazio tangente a P in u, e che sono tangenti in
u alla fibra Gy. In formule, scriviamo

Vu(P) ={v eT,(P): vtangenteinua G,}. (19.3.1)

Per costruire lo spazio verticale, consideriamo un elemento A dell’algebra di
Lie L(G), e avvaliamoci dell’azione destra sul fibrato (per dettagli vedasi il
paragrafo 19.4) per definire una curva su P passante per u a t = 0:

Reta u = u e, (19.3.2)
La curva in esame e dunque
Yu it ER — v (t) =u e € P. (19.3.3)
Poiché R, agisce sulla fibra, si osserva che
m(ug) = m(u) Vg € G = mw(ue') = w(u) = g€ M, Vt € R, (19.3.4)

e quindi la curva costruita ¢ tutta contenuta nella fibra GG,. Denotiamo con
Ajf € T,(P) il vettore tangente alla curva 7,. Questo &, per costruzione, un
vettore verticale. Detta f una arbitraria funzione liscia da P in R, si ha

d d A
AFS) = 5 Ty = 5 Fe )] L, (1935)
In altri termini, il vettore Ajléé ¢ tangente a P in u = 7 1(q), dunque appar-
tiene a V,(P), e in tal modo possiamo, al variare di u, definire un vettore in
ogni punto di P, e alfine otteniamo un campo vettoriale che prende il nome
di campo wvettoriale fondamentale generato da A € L(G).
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19.4 Fondamenti della verticalita

Sia P(M, @) un fibrato principale con spazio totale P, spazio di base M,
gruppo di struttura G e proiezione surgettiva = di P su M. Sappiamo che
I'azione di G' su P definisce una mappa R, : P — P mediante u — ug.
Abbiamo allora 'azione associata di G sul fibrato tangente a P:

TR, :T(P)—T(P)
e la proiezione indotta da :
Tm:T(P)— T(M).

Pertanto, al fibrato P(M, G) possiamo associare un altro fibrato con spazio
totale T'(P), spazio di base T'(M) e proiezione T'm, e otteniamo una proiezione
dall’algebra di Lie dei campi vettoriali su P sull’algebra di Lie dei campi
vettoriali su M:

T X(P) = x(M).
Se ¢ € un campo vettoriale su P e ¢ ¢ un campo vettoriale su M, il loro
collegamento mediante proiezione significa che (Krupka 1973)

T ©¢(u) = &(m(u)).

In coordinate locali, se ( ¢ proiettabile su &, allora si ha
0 0
_— k— == “_
€= (= gy

In questo paragrafo, ci restringiamo a quei campi vettoriali su P che sono
proiettabili su x(M). Essi definiscono una sottoalgebra di x(P) detta la
sottoalgebra dei campi vettoriali proiettabili, e indicata con x™(P). Tra
questi, vi sono quelli proiettabili su zero, e questi sono detti verticali. Ovvero,
il kernel della mappa T'r : T(P) — T(M) in ogni punto u € P identifica
un sottospazio V,,(P) di T,,(P) che & tangente in u alla fibra G,. Questo
sottospazio V,(P) C T,(P) ¢ detto il sottospazio verticale. L’insieme di
campi vettoriali che sono nel kernel di 7' definisce la sottoalgebra

X'(P)={X"€x(P): mX"=0} (19.4.1)

dei campi vettoriali verticali. In particolare, essendo il campo vettoriale fon-
damentale tangente in ogni punto alla fibra G, di P, quando proiettiamo
sullo spazio di base M otteniamo solo il punto di applicazione, e dunque il
campo vettoriale fondamentale si proietta sul vettore nullo di x(M), ovvero
esso e un campo vettoriale verticale. Detti Xy, ..., X,, i generatori infinitesimi
dell’azione di G su P, ovvero i campi vettoriali fondamentali corrispondenti
ad una base dell’algebra di Lie £(G), essi sono una base della sottoalgebra
dei campi vettoriali verticali.
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19.5 Spazio orizzontale di un fibrato princi-
pale

Sappiamo che Ajf introdotto in 19.3 € un vettore tangente alla fibra G, e
che al variare di ¢ otteniamo un elemento di V,,(P). Dunque

A% qge M — AF € V,(P), (19.5.1)
ovvero 'applicazione # opera come segue:
#: Ac L(G) — AT € V,(P). (19.5.2)
L’applicazione # fornisce un isomorfismo di algebre:

A%, 5% =4 Bf g, (19.5.3)

Vu(P)
ossia V,,(P) e un’algebra di Lie isomorfa all’algebra di Lie del gruppo G.

Per definizione, lo spazio orizzontale H,(P) ¢ il complemento di V,,(P)
in T,,(P). Si noti che, a questo stadio, H, non & univocamente determinato.
Ad esempio, scelto nel piano euclideo R? il sottospazio vettoriale unidimen-
sionale asse y, per descrivere un vettore v di R? ¢ possibile scegliere diversi
complementi. In altri termini, v € esprimibile in pit di un modo come som-
ma di due vettori. Vedremo che H,(P) viene univocamente determinato solo
quando si introduce un nuovo concetto, ossia la connessione, che ora andiamo
a definire e studiare.

19.6 Connessione su fibrati principali

Una connessione su un fibrato principale P(M,G) & una separazione unica,
detta anche distribuzione (da non confondere con lo stesso termine usato in
analisi funzionale) dello spazio tangente T,(P) in parte verticale V,(P) e
parte orizzontale H,(P) tale che:

(i) Lo spazio tangente viene decomposto in somma diretta dei sottospazi
orizzontale e verticale:

T,(P) = H,(P) @ V,(P). (19.6.1)

(ii)) Ogni campo vettoriale sul fibrato si decompone in somma delle parti
orizzontale e verticale:

X: P—T(P), X=X"+X" (19.6.2)
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(iii) Considerati gli associati vettori X* € H,(P), si ha
H,4(P) =Ry H,(P), Vue P, g€ G. (19.6.3)

La connessione puo anche essere concepita come una 1-forma su P, de-
notata con w, a valori nell’algebra di Lie del gruppo G, ovvero w € L(G) ®
T*(P). Essa possiede tre proprieta che la definiscono:

w(A*) = A, (19.6.4)
H,(P)={X, € T,(P): w(X,) =0}, (19.6.5)
Ryw = Adgw. (19.6.6)

Per verificare la (19.6.6) osserviamo che, assegnato X, € T,(P), si ottiene
dalla (5.10.2)

(Rieoug ) (Xu) = wug (Rye X ) = 97w Xo)g. (19.6.7)
Inoltre, dalla (19.6.5) otteniamo
Hog(P) = {Yay € Tuy(P) : w(Yay) =0}, (19.6.8)
e d’altro canto, se X,, € H,(P), abbiamo

W(RgeXu) = R;W(Xu) = gilw(Xug)g =0
= R, Xy € Hyy(P). (19.6.9)

Dalle (19.6.8) e (19.6.9) troviamo dunque accordo con la (19.6.3).
La 1-forma appena introdotta prende il nome di connessione di Ehres-
mann, e in coordinate locali

w € L(G) @ Q'(P). (19.6.10)
Se indichiamo come al solito con o; le sezioni locali
o0 U — 7 1 (Uy), (19.6.11)

il loro pullback o} associa a 1l-forme su P delle 1-forme su M, e dunque
scriviamo che

of - QY Y Uy) — QYU). (19.6.12)

)

Questa proprieta ha un ruolo cruciale nella fisica teorica delle interazioni
fondamentali.
Definiamo
A =olw, (19.6.13)
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che appartiene a £(G) @ Q' (U;). Alla 1-forma di Ehresmann associamo sem-
pre una A; locale. Viceversa, data A; nel prodotto tensore dell’algebra di Lie
di G' con lo spazio dei campi di 1-forma sull’aperto U;, possiamo costruire

w; € L(G) @ QY (x1(Uy)). (19.6.14)
Ci proponiamo di dimostrare che
wi = g; 7" Aigi + g5 tdg;, (19.6.15)

ovvero che tale w; ¢ consistente con la definizione (19.6.13). A tal fine, consid-
eriamo X, € T,(M),u = o;(p), (p,e) = ¢i(u). Dunque otteniamo (tenendo
conto del fatto che g; = e in 0;(p))

oiwi(Xp) = wil,, ) (0 Xp)

S : “ldg;
- (gz ™ AzQz) o:(p) (OZ*XP) + <g’ dgz)
= 71'*~'4i(O-i*)(p) + dgl(o-l*Xp>

= Ai(ﬂ_*ai*Xp) + dgl<0—l*Xp)

= Ai<(7m,~)*Xp) + dgi(0iX,)

_ Ai(Xp) 10, (19.6.16)

(Ui*Xp)

oi(p)

ove nel penultimo rigo abbiamo tenuto conto che (7o;), eguaglia la mappa
identica sull’aperto U;, e nell’ottenere ’addendo nullo abbiamo osservato che
g; = e lungo la direzione di 0;,X,. Alla luce della (19.6.16), la (19.6.13)
risulta invero verificata. A questo stadio, dobbiamo verificare ancora che w;
sia una connessione, ovvero che per essa valgano le (19.6.4) e (19.6.6). A tal
fine, cominciamo con l’osservare che

Wi(A#> = 9;177*-/41'91‘(14#) + gi_ldgi(A#)
= g; " Aigi(m A7) + g, dg; (A7)
d
=0+ g; ' (u)g;(u) — (")
dt -0
= g, (u)gi(u)A = A, (19.6.17)

dove ci siamo avvalsi del fatto che A# & un campo vettoriale verticale per
porre a zero m, A%, Inoltre, troviamo che

* —1__%* . . —1__* P
R (97w Aigi) (X) =(97'7" Aigi) (R X)
- (gz_l)uhAzOT*Rh*X) <92)uh
= h g7t Asgih. (19.6.18)
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Inoltre, per il secondo termine nella (19.6.15), si ottiene
Ry, (gfldg¢> = (g;h)"'d(g;h) = ™' g; ' dg;h. (19.6.19)

Pertanto w; € una 1-forma di connessione sullo spazio totale P del fibrato
principale. Se cambiamo carte otteniamo un’altra 1-forma wj:

wj = g; 7" Ag; + g5 dg;. (19.6.20)

Ma possiamo dire che w; = w; nell'intersezione delle carte? Ovviamente
desideriamo proprio questo, il che e garantito se A;, A; sono legate da una
trasformazione non omogenea che e proprio la trasformazione di 1-forme di
connessione che si incontra nello studio delle teorie di gauge:

Ay =t Astiy + £ dt ;. (19.6.21)

Dopo aver verificato questa proprieta, concludiamo che le 1-forme di gauge e
connessioni affini sono le A;, che rappresentano localmente su M le 1-forme
di connessione su fibrati principali con appropriato gruppo di Lie.

Vale inoltre il seguente Lemma:

Dato il vettore X, € T,(M), ove il punto p € U; N Uj, e date le sezioni locali
0;,0; tali che
01Xy € Trii) (P), 972X, € T (P), (19.6.22)

allora si ha che
#
O'j*Xp = Rtij*(gi*Xp)—" |:<tl_jldt2])<Xp):| s (19623)

dove il significato del secondo termine nella (19.6.23) ¢ il seguente:
tij 1 p— ti(p) € G = t3;\dt;; € L(G) @ Q' (M). (19.6.24)
Quindi tale espressione, valutata su M al variare di p:
(t;'dti;)(X) = A€ L(G) = A* € V,(P), (19.6.25)

fornisce un elemento dell’algebra di Lie di G di cui ha senso effettuare 'oper-
azione #, che restituisce un campo verticale su P. Una volta stabilito questo
Lemma, possiamo trovare la legge di trasformazione delle A;.



Capitolo 20

Fibrati principali e vettoriali.
I11

20.1 Forme di connessione su fibrati princi-
pali

Nel capitolo precedente, avevamo a che fare con i seguenti dati geometrici:

Un fibrato principale (P, M, G) sulla varieta M, un campo di 1-forma globale
w € L(G) ® QY(P), e un campo di 1-forma locale A; € L(G) @ QY(U;) che
si ottiene tramite pullback di w usando le sezioni locali, ossia A; = ofw. A
partire da A; si pud definire una 1-forma w; su 7' (U;) tramite la (19.6.15).
Abbiamo poi dimostrato che la w; nella (19.6.15) soddisfa la condizione di
pullback (19.6.13) e gli assiomi di connessione.

Abbiamo indi affermato che vale la (19.6.21), e ora andiamo a dimostrarlo.
A tal fine, si usa il seguente Lemma:

Dato il campo vettoriale X € x(M), assieme a 0;.X, campo su 7 ' (U;),
e 0.,X, campo su 7 '(U;), nell'intersezione U; N U; degli aperti vale la
(19.6.23). Per ottenere la dimostrazione desiderata, valutiamo ora w su 0, X
e rammentiamo la definizione (5.10.2). Dunque troviamo

(0. X) = w(Rayyo(0,X) + o ([t s (X))
= ojw(X) =R} w(ouX) + ti; dt;(X)
=t Aty (X) + 1, dt i (X). (20.1.1)

Q.E.D.

243
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Una volta assegnate A; e A;, possiamo costruire w; e w; secondo la
(19.6.15). Quindi troviamo
RO P -1 -1
wj = gj ™ [tz‘j Aztw + tij dtw] g;j —+ gj dgj
= g;lt;jlﬂ*Aitijgj + g;lt;jl (dtw)gj + g;ldgj. (2012)
In tale formula ci serve riesprimere (dt;;)g;, e lo facciamo attraverso i seguenti
passaggi:
9i = tijg; = gigj_l = tij
dg; = (dti;)g; + tijdg;
—> (dtyj)g; = dg; — tizdg; = dg; — gig; ' dg;
= g; '(dty;)g; + g5 'dg; = g;”' [dgi — gig; 'dg;| + g; ' dg;
= g; 'dgi. (20.1.3)
Dalle (20.1.2) e (20.1.3) si ottiene la desiderata relazione

wj = g; 7 Aigi + g; ' dgi = w;. (20.1.4)

20.2 Lift orizzontale

I1 lift orizzontale di una curva sullo spazio di base M equivale a introdurre il
trasporto parallelo. Per definirlo, consideriamo la curva sullo spazio di base
M

~v: [0,1] — M,

e sla
v:[0,1] — P

una curva sullo spazio totale P. Si dice che v e il lift orizzontale di v se
valgono le due seguenti condizioni:

(i) La proiezione del fibrato la trasforma nella curva sullo spazio di base:

TOF =7, (20.2.1)

(i) I vettori tangenti a 7, ossia 7(t), sono orizzontali, ¢ dunque scriviamo
Y € HswP. (20.2.2)

Desideriamo ora dimostrare che, per costruzione, 7 € specificata in modo
univoco dalla scelta della connessione.
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Dimostrazione. Sia 7 su M contenuta in una sola carta (U;, 1), e sia
o; : U — 7 1(U;) la relativa sezione locale. Siano inoltre ug e u; (Fig.
20.1) elementi di P, e supponiamo che 7 esista. Poiché valgono le (18.1.12)

My

Y@

=

Yo

Figura 20.1: Lift orizzontale di una curva sullo spazio di base.

e (20.2.1), si ha

V(1) = 0i(7(t) 9:(7(1))- (20.2.3)
Scegliamo g;(7(0)) = e, e quindi
ai(7(0)) = 7(0) = wuy. (20.2.4)

La curva 7; puo essere riguardata come una applicazione da M in P:
Vi pEeE(t) —ueP. (20.2.5)
Pertanto, il suo pushforward e ’applicazione
Tt X(v(8)) — X)), (20.2.6)

da cui segue che, se X ¢ tangente a v(¢) in y(0), allora X ¢ tangente a 3(t)
in up = 7(0). Se w(X) = 0, questo annullamento ¢ condizione necessaria e

sufficiente affinché X sia orizzontale. Tenendo presenti le (5.11.2), (19.6.23)
e (20.2.3), possiamo scrivere che

~ #
FX = X = Ry(00X)+ [g;ldgi(X)] , (20.2.7)

e dunque troviamo

0=w(X)= w(Rgi*(ai*X) + [gfldgz'(X)]#>

-1

=g; (20.2.8)

. d
w(o:X)gi + g; " Egi(t)
t=0
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Agendo mediante g; da sinistra, questa equazione diventa

d
w(owX)g(t) = = a(t)| (20.2.9)
t=0
OVVero ancora d
Ai(X)gi(t) = — —9:(1) (20.2.10)
t=0

Questa € una equazione differenziale ordinaria per g;, una volta nota la con-
nessione A;, con g;(0) = e. La soluzione per g;(7(t)) € '’esponenziale ordinato
lungo il cammino che va da v(0) a () (abbiamo E* = da*):

()
gi(7(t)) = Pexp [— /(O) > A (20.2.11)

e in tale formula si ha

o =2 (y (1), A=Y A%, Ta, (20.2.12)

dove T, sono i generatori dell’algebra di Lie, ovvero la base di £(G). Alla
luce delle (19.6.13), (20.2.3) e (20.2.11), concludiamo che il lift orizzontale
¢ univocamente determinato da w.

Q.E.D.

L’applicazione p : ug = 7(0) — u; = 7(1) € la mappa di trasporto parallelo.
Cosa accade sullo spazio totale P a seguito del lift orizzontale, se v su M
¢ una curva chiusa, ossia se 7(0) = v(1)? Ebbene, in generale 7(0) # 7(1).
Con riferimento alla Fig. 20.2, sia v = aU  una curva sullo spazio di base
M, e sia a(0) = 5(0) = po, a(l) = B(1) = p;. Possiamo scegliere, per il lift
orizzontale, &(0) = 5(0) = o, ma in generale (1) # 3(1). L'olonomia della

connessione ¢ responsabile della differenza tra a(l) e B(1) (cf. Nacinovich
2015).

20.3 Derivata covariante su fibrati principali

Dal capitolo 6 abbiamo il concetto di derivata esterna: d : Q" (M) —
QT(M), ove le r-forme sono applicazioni

n: T(M)N...ANT(M) — R.

Nel caso dei fibrati principali abbiamo bisogno di r-forme a valori vettoriali
¢ € Q(P)®V, ovvero

¢: T(P)A..ANT(P) —V, (20.3.1)
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o (p)

B (1)

Figura 20.2: 1l lift orizzontale di una curva chiusa non riesce a chiudersi.

ove V' ¢ uno spazio vettoriale di dimensione k. L’espressione piu generale di
Qe
k
6= ¢"Dea, (20.3.2)
a=1
ove {e,} ¢ una base di V, e ¢* € Q"(P).
Nel capitolo 19 abbiamo appreso che una connessione w su un fibrato
principale P(M,G) separa lo spazio tangente T,(P) nella somma diretta

H,(P) & V,(P), e dunque un vettore X,, € T, (P) viene decomposto nella
forma (cf. (19.6.2))

X, =X+ XV x"e H,(P), X} € V.(P). (20.3.3)

Definizione 20.1. Siano ¢ € Q" (P)®V e X1, ..., X;41 € T,(P). La derivata
covariante di ¢ e definita dalla relazione

DG(X1, . Xpi1) = dpo(X[T, s X)), dpp = dp Y 9" @eq,  (203.4)

ovvero si valuta la derivata esterna di ¢ che compete a P sulle parti orizzontali
dei campi vettoriali.

20.4 Curvatura su fibrati principali

La 2-forma di curvatura €2 ¢ la derivata covariante della 1-forma di connes-
sione w:

Q=Dw € Q*(P)® L(G). (20.4.1)
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Tale 2-forma di curvatura soddisfa la relazione

RiQ=a"'Qa, a€q. (20.4.2)
Per dimostrarlo, facciamo uso dapprima della relazione

(Rax X)) = Rou(XH), (20.4.3)

che vale poiché R,. preserva i sottospazi orizzontali. Inoltre, la derivata
esterna sul fibrato commuta con il pullback di R,:

d, R: = R: dp, (20.4.4)

poiché su forme differenziali df* = f*d. Pertanto, dalla definizione (20.4.1)
si ottiene

RiQUX,Y) = QAR X, RerY) = dpw((Rax X)¥, (RanY)H)

= dpw(Rax X" Re Y = R*d pw(XH YH)

= dpRiw(X?,YH) =dp(a™ wa) (X", YH)

=a tdpw( X", YTa = a*QX,Y)a, (20.4.5)

dove abbiamo osservato che a ¢ un elemento costante e dunque dpa = 0.

Consideriamo ora una p-forma ( = ) (* ® T, a valori in £(G), e una
g-forma n =" n* ® T, anch’essa a valori in L(G), ove (* € QP(P), n* €
QP), e {T,} ¢ una base di £(G). Definiamo il commutatore di ¢ e n
mediante la formula

[Cn]=CAn—(=1)PnA(

IZ TaT¢™ A’ — (=P TsTan’ A ¢°]
ZTQ,Tg @AY =Y LT @A (20.4.6)
a,B a,Byy

In particolare, se poniamo 1 = ¢ nella (20.4.6) nell’ipotesi che p e ¢ siano
dispari, otteniamo

C.C=20AC=> f T, ®¢ NP (20.4.7)
a,B,y

Lemma 20.1. Siano X € H,(P) e Y € V,(P) (qui e a seguire rinunciamo
al pedice u per X e Y). Allora [X,Y] € H,(P).
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Dimostrazione. Sia Y un campo vettoriale generato da g(t), allora abbiamo

1
Ly X = [V, X] = lim - (Ry. X — X). (20.4.8)

t—0

Poiché una connessione soddisfa Ry.H,(P) = H,4(P), il vettore Ry X ¢
orizzontale, e pertanto lo ¢ anche la parentesi di Lie [Y, X].
Q.E.D.

Teorema 20.1. Siano X,Y € T,(P). Allora la 2-forma di curvatura 2 e la
1-forma di connessione w soddisfano ’equazione di struttura di Cartan

QX,Y) = dpw(X,Y) + [w(X),w(Y))], (20.4.9)

che viene anche scritta come
Q=dpw+wAw. (20.4.10)

Dimostrazione. Possiamo considerare separatamente tre casi, come segue.

(i) Siano X,Y € H,(P). Questo implica che w(X) = w(Y) = 0, e dalla
definizione (20.4.1) otteniamo allora

QX,Y) = dpw(XT, Y") = dpw(X,Y), (20.4.11)

poiché X = X e Y =Y,

(i) Sia X € H,(P) e Y € V,(P). Poiché YH# = 0, abbiamo Q(X,Y) =0, e
inoltre w(X) = 0. Pertanto abbiamo bisogno di dimostrare che dpw(X,Y) =
0. Dalla identita (10.2.8) otteniamo che

dpw(X,Y) = X(w(Y)) = YV(w(X)) = w([X,Y])

= X(w(Y)) — w([X,Y]). (20.4.12)

Inoltre si ha
YeV,(P)= IV eLG:Y=V#
— w(Y) =V costante = X (w(Y)) = X[V] =0. (20.4.13)

Inoltre dal Lemma 20.1, che assicura che [X, Y] € H,(P), troviamo w([X,Y]) =
0, e quindi dalla (20.4.12) troviamo alfine che dpw(X,Y) =040 =0.

(iii) Se invece X,Y € V,(P), la 2-forma Q(X,Y) = 0 in virtu della (20.3.4).
Inoltre, avvalendoci ancora della (10.2.8), stavolta troviamo

dpw(X,Y) = —w([X,Y)). (20.4.14)
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Osserviamo ora che X e Y sono chiusi sotto 'azione della parentesi di Lie,
ovvero anche [X,Y] € V,(P), e pertanto esiste un elemento A € L(G) tale
che

w([X,Y]) = A, (20.4.15)
ove A ¢ tale che A#* = [X,Y]. Poniamo ora B# = X e C# =Y, da cui
(w(X),w(Y)] =[B,C] = A, (20.4.16)
poiché [B, C|# = [B#, C#]. Abbiamo pertanto dimostrato che
0=dpw(X,Y)+w(X,Y]) =dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)]. (20.4.17)

In virtu della linearita e antisimmetria di §2, questi tre casi sono sufficienti
a dimostrare le (20.4.9) e (20.4.10) per tutti i possibili vettori. Al fine di
ricavare la (20.4.10) dalla (20.4.9), notiamo che

w,w](X,Y) =) [Ta, TgJw* A w’(X,Y)
a,B
= [T, Ty] [0 (X)W’ (V) — (X )w* (V)]
a,B

= [C;(X)M(Y)] — [w(Y),w(X)] = 2[w(X),w(Y)]
X, Y) = (dpw + %[w,w]) (X.Y)
= (dpw +w Aw) (X,Y). (20.4.18)

20.5 Significato geometrico della curvatura

Dai capitoli di geometria riemanniana sappiamo che il tensore di curvatura
di Riemann esprime la noncommutativita del trasporto parallelo di vettori.
Ebbene, esiste una interpretazione simile della curvatura su fibrati principali.
Per comprenderlo, mostriamo dapprima che la 2-forma di curvatura Q(X,Y")
fornisce la componente verticale della parentesi di Lie [X, Y] di vettori oriz-
zontali X, Y € H,(P). Invero, segue dalla (10.2.8) e dall’annullarsi di w(X)
e w(Y) che

dpw(X,Y) = —w([X,Y]). (20.5.1)
Inoltre, poiché X# = X, Y# =Y abbiamo
QX,Y) =dpw(X,Y)+0=—-w([X,Y]). (20.5.2)
Consideriamo un sistema di coordinate {z#} su una carta (U, ). Siano
9] 0
v=" w (20.5.3)

oxl’ = o2’
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Prendiamo un parallelogramma infinitesimo v i cui spigoli siano

0=10,0,...,0}, P={¢0,...,0},
Q=1{40,..0}, R={0,4,0,...,0}. (20.5.4)

Consideriamo poi il sollevamento orizzontale 7 di . Siano X,Y € T,(P)
tali che

X =V, mY =W,

— (X, Y]¥) = 0]V, W] = &6 { 0 9

dx!’ D

1 —0. (20.5.5)

Pertanto la parentesi di Lie [X, Y] ¢ un vettore verticale, e scopriamo che il
sollevamento orizzontale di una curva chiusa v non riesce a chiudersi. Ques-
ta mancanza di chiusura e causata dal vettore verticale [ X, Y] che collega
il punto iniziale al punto finale sulla stessa fibra. La curvatura misura la
distanza —A data dal membro di destra della (20.5.2), ove A € L(G) & tale
che [X,Y] = A%,

Poiché la discrepanza tra punto iniziale e punto finale del sollevamen-
to orizzontale di una curva chiusa e semplicemente 1’olonomia, ci possiamo
aspettare che il gruppo di olonomia sia espresso in termini della curvatu-
ra. Infatti un teorema, dovuto a Ambrose e Singer (1958), assicura che, se
P(M,G) & un G-fibrato su una varieta connessa M, I’algebra di Lie del grup-
po di olonomia ®,,, di un punto uy € P coincide con la sottoalgebra di £(G)
spazzata da elementi della forma Q,(X,Y), X,Y € H,(P), ove u € P & un
punto sullo stesso sollevamento orizzontale di ug.

20.6 Forma locale della curvatura
La forma locale F della curvatura €2 ¢ definita da
F =00, (20.6.1)

ove ¢ € una sezione locale definita su una carta dello spazio di base M
(si confronti con la (19.6.13)). La 2-forma F viene espressa mediante il
potenziale di gauge secondo la formula

F=dA+ANA, (20.6.2)

ove d ¢ la derivata esterna su M. L’azione di F sui vettori di T'(M) ¢ data
da
F(X,Y)=dA(X,Y) + [A(X), AY)]. (20.6.3)
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Per dimostrare la (20.6.3) notiamo che A = ¢*w, che o*dpw = do*w e che
a*(CAn) = o*(Ao*n. Dall’equazione di struttura di Cartan troviamo dunque

F=0"(dpw+wAw)=do'w+oc'wAoc*'w=dA+ AN A (20.6.4)

Come passo successivo, troviamo l’espressione in componenti di F in una
carta con coordinate z* = ¢(p). Sia A = Zuzl A, E" il potenziale di gauge.
Se scriviamo

AR |
F = —F,EYNEY, 20.6.5
Z -7 (20.6.5)

un calcolo diretto fornisce
Fuw = O A, — O, A, + [AL, ALl (20.6.6)

La F ¢ anche detta 2-forma di curvatura ed ¢ identificata con la field strength
di un campo di Yang-Mills (Yang e Mills 1954, Witten 1978, Atiyah 1979)
che si introduce per studiare le interazioni forti. Conveniamo di chiamare
con {2 la curvatura e con F la field strength. Poiché A, e F,, sono funzioni
a valori nell’algebra di Lie £(G), esse possono essere sviluppate in termini
della base {T,} di L(G) come

A=Y AXT,, Fu=Y_ F,* T (20.6.7)

I vettori di base soddisfano le usuali relazioni di commutazione gia usate nella
(20.4.6). Otteniamo allora la formula ben nota in letteratura:

Ful = A = 0, AZ+ > [0 AJ A (206.8)
Byy

Teorema 20.2. Siano (U;,1;) e (U, ;) carte a intersezione non vuota su
M, con rispettive field strength F; e F;. Su U; N Uj, si ha la condizione di
compatibilita

Fi =t Fitij, (20.6.9)

ove t;; ¢ la funzione di transizione nella intersezione delle carte.

Dimostrazione. Consideriamo i corrispettivi potenziali di gauge A; e A;,
dai quali otteniamo le field strength

Fi=dA + A A A, Fj=dA; + A A A, (20.6.10)
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Se ora sostituiamo la legge di trasformazione (19.6.21) dei potenziali di gauge
nella formula per la field strength F;, troviamo che

-1 -1 -1 -1
F :[_ toldty A Aty AL — A A dt
~1 ~1 |

-1 -1 —1 1

ij

+i dti; A t;jldtij_
=t (dA; + A N Aiti; = t;1 it (20.6.11)

ove si ¢ fatto uso dell’identita dti_j1 = —ti_jl dt;; ti_jl.

Q.E.D.

20.7 Identita di Bianchi

Poiché la 1-forma w e la 2-forma §2 sono a valori nell’algebra di Lie £(G), le
sviluppiamo in termini della base {7} di £L(G):

w=Y w'T, Q=Y QT,. (20.7.1)

Allora la (20.4.10) diventa

O = dpw® + Z fol W’ AW, (20.7.2)
By

La derivata esterna della (20.7.2) fornisce

AP =04+ fo," |dpw’ Au? = A dpur]. (20.7.3)
By

Tenendo presente che w(X) = 0 per un vettore orizzontale, troviamo
DOUX,Y, Z) = dpQ X", Y, ZH) =0, (20.7.4)

ove X,Y,Z € T,(P). Abbiamo dunque dimostrato l'identita di Bianchi
(20.7.4). In fisica teorica ¢ utile anche la forma locale dell’identita di Bianchi.
Operando con ¢* sulla (20.7.3) troviamo che

o dpQ = d 0*Q = dF. (20.7.5)
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Nel membro di sinistra di tale equazione si ha

0" (dpw ANw —w A dpw) =do*w A c*w — c*w A do*w

=dANA-—ANAA=FNA—-ANF. (20.7.6)
In virtu delle (20.7.5) e (20.7.6) otteniamo
DF=dF+ANF—-FANA=dF +[A F] =0, (20.7.7)
ove l'azione di D su una p-forma su M a valori in £(G) € definita da
Dn =dn+ [A,n). (20.7.8)

Nel caso particolare dell’elettrodinamica, si ha G = U(1) = DF = dF.

20.8 Derivata covariante di sezioni

Adesso facciamo uso della Definizione 19.2 di fibrato vettoriale E associato
a un fibrato principale (P, M,G). Dunque consideriamo E(M, F, p, P), ove,
per u € P e £ elemento dello spazio vettoriale F', imponiamo la regola di
identificazione (19.2.2), qui scritta nella forma

W =g, € = plg™)E = (u,€) ~ (o, &), (208.1)

ove p & la rappresentazione del gruppo G su F, e [(u,£)] € E. Su una carta
(U;, ¢;i) sullo spazio di base M possiamo definire una sezione locale

s U — 5t (Uy), (20.8.2)

che rappresenta un campo fisico. In coordinate, scriviamo che (qui dobbiamo
distinguere tra s; e o)

si(p) = [(u, &)] = [(0:(p), &i(p))]- (20.8.3)

Ci proponiamo di definire la derivata covariante della sezione s;, e con la
nostra notazione la coppia (o;(p), &;(p)) rappresenta s;(p).
Lungo una curva v su M, si ha

si(7(t)) = [(o:(v(?)), &((1)))]- (20.8.4)
Se X e un vettore tangente alla curva v, la derivata covariante della sezione
s; lungo X viene espressa da
)} S (2085)
t=0

Vsl = | (010, 600
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Localmente, il lift di 7 & espresso mediante la (20.2.3), dalla quale otteniamo

Sostituendo la (20.8.6) nella (20.8.4), otteniamo

s(1(0) =| GO 0.600)] =[O g7 60@)].  (2087)

Notiamo ora che

GOTsOO)| = St

— —gi—1 (%gz) gi_lfi B
= g; 1 (0)Ai(X)g:(0)g; (0)&:(7(0)) + ¢;(0) % o

dove nell’ultima riga abbiamo fatto uso della (20.2.10). In virtu delle (20.8.5),
(20.8.7) e (20.8.8) troviamo

Vst = | (60400 + )] eos)

In particolare, la derivata covariante della sezione s; lungo il vettore di base
e, vale dunque

+g;1(0) =
0 dt t=0

. (20.8.8)

Vst =[(03(0), A& + 0,6)]. (20.8.10)
Se utilizzassimo un’altra trivializzazione, troveremmo
sj = [(0(p), ti&:)] = [(o4tji, &) = [(04, &), (20.8.11)

e dunque le derivate covarianti delle sezioni coinciderebbero nell’intersezione
delle carte.
Nel caso di connessione affine si ha, omettendo 'indice 7,

A= Al =) T, &%, (20.8.12)
a7y oy

In maggior dettaglio, detta p la rappresentazione dell’algebra di Lie di G (con
base {7, }) sulla fibra I a cui £ appartiene, si puo scrivere che

(A.8)" = ZA Lo =3 "[AL5¢, (20.8.13)

~

ove [.AH]B7 sono i coefficienti di connessione, le I' nel caso della connessione
affine, e la loro forma esplicita dipende dal tipo di rappresentazione, ossia
dalla natura di £. Ad esempio, se £ € uno spinore e A € proprio la connessione
affine, allora il gruppo G e il gruppo di Lorentz. In tal caso, la connessione

affine prende il nome di connessione di spin.
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20.9 Fibrato U(1) sullo spaziotempo

Consideriamo un fibrato principale sullo spaziotempo con gruppo U(1). Sia
A; la forma di connessione locale nella carta (Uj,p,), e A; la forma di
connessione locale nella carta (U, ¢x). Le funzioni di transizione

SOono

ti =@ A(p) €R. (20.9.2)
Pertanto, la (19.6.21) per il fibrato U(1) dell’elettrodinamica assume la forma

A;j(p) = Ai(p) + idA(p), (20.9.3)
ovvero, in componenti,
(Aj)p = (Ai)y +i0,A. (20.9.4)

Ponendo poi (Nakahara 2003) A, = iA,, si puo riscrivere la (20.9.4) nella
forma usualmente adottata dai manuali:

(Aj)p = (Ai) + 9uA. (20.9.5)

Nel linguaggio della fisica, diciamo allora che una trasformazione di gauge
cambia il potenziale elettromagnetico di una grandezza data dal gradiente di
una funzione A che sia almeno di classe C'. A questo stadio, non ci sono
altre restrizioni su A.



Capitolo 21

Nastro di Mobius

21.1 Come si genera il nastro di Mobius

Il nastro di Mobius viene studiata nella teoria delle superfici immerse nello
spazio euclideo tridimensionale, nella teoria delle varieta non orientabili e
nella teoria degli spazi fibrati, dunque e rilevante per la nostra presentazione
dei fondamenti della teoria classica dei campi.

Considerato il rettangolo ABA’B’ in Fig. 21.1, si ottiene il nastro usuale
portando a coincidere A col vertice A’ e B col vertice B’. In tal caso i lati
AB e A'B’ vengono congiunti. Il nastro di Mébius e invece attorcigliato: si
unisce A a B', B ad A’, e M viene su M’ se AM = B'M’. Si puo definire
tale nastro come una superficie bidimensionale di classe C* immersa in R3.
Si prende per cerchio medio del nastro (Schwarz 1967) I'insieme I' definito
dalle equazioni

4y’ =ad? 2=0, (21.1.1)

e di equazioni parametriche
xr=acosp, y=asinp, z=0. (21.1.2)

Sia m(¢) = m (Fig. 21.2) il punto corrispondente al parametro ¢ di tale
cerchio; si definisce sul nastro una fibra, segmento aperto di lunghezza [ < a,
perpendicolare al cerchio medio, mediante la formula

%
M(p,p) = (a—psin g)ﬁ—l—pcosggg, (21.1.3)

—»
ove p €] — LI, u & il vettore unitario dell’asse_O)m, mentre €3 e il vettore

unitario dell’asse z. Nel seguito scriveremo Om = au. Quando ¢ = 0,
il segmento di lunghezza [ < a ¢ verticale; quando ¢ aumenta, esso gira

257
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A A'

Mt

04 ' O
+ M

B B'

Figura 21.1: Rettangolo a partire dal quale si puo generare il nastro usuale
oppure quello di Mobius.

attorno alla tangente al cerchio medio di un angolo pari a £. Quando m
torna alla sua posizione iniziale, con ¢ = 27, il segmento ¢ tornato anch’esso

alla sua posizione iniziale, ma si e rigirato.

21.2 Rappresentazione parametrica

La rappresentazione parametrica del nastro di Mébius ¢ dunque (Schwarz
1967)

T = <a — psin g) Cos , (21.2.1)

B PN
Y= <a — psin E) sin ¢, (21.2.2)
zZ = pcos 2 (21.2.3)

2
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Figura 21.2: T punti m, M, O.

Da queste formule riconosciamo che, sotto le trasformazioni
0 —> 0421, p— —p, (21.2.4)

si ricade nello stesso punto del nastro. Questa ¢ dunque una rappresen-
tazione parametrica impropria (ovvero non & iniettiva); ma, localmente, ¢
una rappresentazione parametrica vera (Schwarz 1967).

Se si fa variare la coppia (i, p) in un rettangolo aperto A, di R?, definito
da

p €lpo — T, 00 + 7], p €] =11 (21.2.5)

le (21.2.1)-(21.2.3) definiscono un omeomorfismo ®, di classe C*°, di A, su
un aperto del nastro. Basta dimostrare che la applicazione derivata di ® in
qualsivoglia punto di A, sia di rango 2, da cui segue che la rappresentazione
parametrica ® ¢ vera localmente. Invero, dalla (21.1.3) si ottiene

%
oM
5, =—sin gﬁ—i— cos ge*g, (21.2.6)
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da cui segue che tale derivata, diretta lungo il segmento mobile M, si mantiene
non nulla, poiché le sue componenti su due assi rettangolari non si possono
annullare simultaneamente. Inoltre si ha

_>
oM du
— = (a — psin g) S P os 2~ Lsin S063 (21.2.7)

Op dp 2 2 2 2
da cui segue che il vettore %M ¢ perpendicolare a S, p01che i vettorl d— U
e €3 sono a due a due ortogonali. Inoltre, anche per 11 vettore 24 p0551am0

dire che esso non e mai nullo, poiché le sue componenti su ed 63 non sono
mai simultaneamente nulle.

Pertanto i vettori %—]‘j e %—Aj sono indipendenti. Dunque la rappresen-
tazione parametrica ® e vera, e il nastro di Mobius e una superficie bidimen-
sionale di classe C* in R3. Un teorema importante, che non dimostreremo,
assicura che il nastro di Mébius non ¢ una varieta orientabile (Schwarz 1967).

Nelle equazioni (21.2.1)-(21.2.3), dopo aver posto

u:a—psinf, 7:C0t£, (21.2.8)
2 2
si trova che
(y +2)

R (21.2.9)

La sostituzione di tale espressione nel sistema fornisce I’equazione di terzo
grado in y

h(z,y,z) = yP 4227 + (22 4 2 — a®)y + 2xz2(x — a) = 0. (21.2.10)

La retta x = a,y = —z & contenuta nella superficie di livello h(z,y,z) =0, e
il gradiente di h valutato su tale retta si annulla. Questa singolarita riflette
la non orientabilita del nastro di Mébius (Giovinetti 2023).

21.3 Fibrato per il nastro di Mobius

Sia @ : (¢, p) = (z,y,2) la mappa che realizza la rappresentazione parame-
trica (21.2.1)-(21.2.3), e sia E l'insieme dei risultanti punti immagine in R3.
Sia M =T, e sia (Uy, Us) un ricoprimento di I', ove

U1 :F—(G,0,0), UQZF—(—CL,O,O). (2131)
Dunque l'intersezione U; N U = AU B, avendo posto

A={(z,y,z) el :y >0}, B={(z,y,2) el :y <0}. (21.3.2)
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Sia F un segmento di lunghezza 2, e \;, Ay due diffeomorfismi per i quali
(cf. Giovinetti 2023)

M:(p, f) €U x F = (p,p) €]0,2n[x] — 1, 1], (21.3.3)

Aot (p,f) €U x F = (9,p) €] —m,m[x] —1,1]. (21.3.4)

Questi diffeomorfismi realizzano una parametrizzazione di U; x F. In par-
ticolare, ¢ puo essere I'angolo formato tra 'asse x e la congiungente O a
P mentre p descrive la separazione di f dal punto medio di F. Definiamo
inoltre

ove
o, = @(cp €lo,2x[, p el -1, l[), (21.3.6)
b, = <I><90 el —m 7], pe] -1, 1[>. (21.3.7)

Da ultimo, ma non meno importante, definiamo la proiezione 7w di F su I":

m:(x,y,2) € B — a : w ,0] e (21.3.8)
Var+yr Ja? + 2

Per costruzione, 7 ¢ una applicazione surgettiva che proietta dapprima ogni
punto del nastro di Mébius sul piano zy, e poi lo proietta sulla circonferenza
di raggio a nello stesso piano. Quindi, detto p un punto di M, I'immagine
inversa 7! (p) ¢ un segmento ortogonale a I' che ha punto medio sulla stessa.
Pertanto m ® ¢;(p, f) = p per ogni i e per ogni coppia (p, f) € U; x F.

Assegnato un punto p € U;, definiamo ¢;, come l'applicazione per la
quale

$ip(f) = o, f)- (21.3.9)

La sua inversa associa quindi, a ¢ € 7~!(p) C E, 'unico f € F per il quale
q = ¢i(p, f). Possiamo ora definire le funzioni di transizione

tij(p) = 67y © Dips (21.3.10)
che sono applicazioni da F' in F'. Per costruzione, si trova che
tor(p) = Isep € A, tu(p) =bsep € B, (21.3.11)

la I essendo l'identita, mentre b ¢ la mappa che associa a f € F' il punto su
F situato dalla parte opposta rispetto al punto medio del segmento. Dunque
b=>b"1 ety &simmetrica: ty(p) = t12(p). Le due mappe I e b sono elementi
di un gruppo G che agisce a sinistra sulla fibra F'.
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In definitiva, abbiamo costruito uno spazio fibrato che consiste della quin-
tupla (E,m, M, F,G). Questo & un particolare fibrato vettoriale che prende il
nome di fibrato di linea, poiché la fibra F' ¢ diffeomorfa all’intervallo | — [, ],
che a sua volta e diffeomorfo ad uno spazio vettoriale unidimensionale che
consiste dei numeri reali.



Capitolo 22

Fibrazione di Hopf

22.1 Fibrazione di Hopf di S° su S?

I fibrati di Hopf sono fibrati in sfere in quanto lo spazio totale, lo spazio
di base e la fibra sono sfere di dimensione opportuna: S* spazio fibrato su
S? con fibra S, oppure S” spazio fibrato su S* con fibra S%, oppure S'°
fibrato su S® con fibra S7. In questo capitolo studiamo la prima fibrazione,
in cui le fibre sono 1-sfere in 53, che alfine diventano 1-sfere in R? con ’ausilio
della proiezione stereografica (Berger 2009, capitolo quarto; Mantovani 2019).
Seguendo Lyons (2003), ci riferiremo alle fibre come cerchi.

La fibrazione di Hopf h : S® — S? & I'applicazione definita da (Lyons
2003)

h(a,b,c,d) E(@Z +b* — ¢ — d? 2(ad + be), 2(bd — ac)). (22.1.1)

Si verifica immediatamente che, essendo a? + b* + ¢* + d* = 1 per ipotesi,

(a® +b* — ¢ — d*)? + 4(ad + bc)* + 4(bd — ac)?
=@ +b+F+d*)? =1, (22.1.2)

e quindi 'immagine di h ¢ invero contenuta in S2.

Sappiamo bene che una rotazione attorno all’origine in R® puo essere
specificata assegnando un vettore per l’asse di rotazione, ed un angolo di
rotazione attorno a quell’asse. Converremo che la rotazione sia antioraria
per angoli positivi. La specificazione di una rotazione mediante un vettore
che funge da asse e un angolo e lungi dall’essere unica. Ad esempio, la
rotazione determinata dal vettore v e dall’angolo 6 ¢ la stessa della rotazione
determinata dalla coppia (k¥,0 + 2n7w), ove &k > 0 e n € Z. La coppia
(=, —0) determina anch’essa la stessa rotazione. Cionondimeno, vediamo
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che quattro numeri reali bastano a specificare una rotazione: tre coordinate
per un vettore ed un numero reale per assegnare ’angolo. Questo ¢ molto
di meno dei nove elementi di una matrice ortogonale 3 x 3. E I’approccio in
termini di quadruple di numeri reali che risulta essere di utilita pratica.

22.2 Richiami sui quaternioni

Hamilton tentd per anni di formare un’algebra di rotazioni in R? usando
terne ordinate di numeri reali, fino a che si rese conto che poteva raggiungere
il suo scopo usando invece quaterne. Ecco in sintesi cosa scopri Hamilton:
sia come insieme, sia come spazio vettoriale, I'insieme H dei quaternioni e
identico a R*. T tre distinti vettori coordinati sono denotati rispettivamente
con

i =(0,1,0,0), j = (0,0,1,0), k = (0,0,0,1). (22.2.1)

Il vettore (a, b, ¢, d) viene scritto dunque come nella (8.5.11):
r=(a,b,c,d) =a+bi+cj+dk. (22.2.2)

Se lo riguardiamo come quaternione, diciamo che a e la parte reale, b & la
parte ¢, ¢ € la parte j, d ¢ la parte k. L’insieme H dei quaternioni e dunque
la coppia (R*, @), dove ® & una legge di composizione interna che soddisfa le

(8.5.7)-(8.5.10).
I coniugato di un quaternione r = (a, b, ¢, d) viene denotato mediante

F=a—0bi—cj—dk, (22.2.3)

come nella (8.5.12). La lunghezza o norma di un quaternione, ¢ la sua
lunghezza come vettore di R*:

Ir| = Va2 T 02 + & + & = V/rT. (22.2.4)

Comunque presi due quaternioni r e s, la norma del loro prodotto ¢ il prodotto
delle loro norme:

lrsll = i7[l sl - (22.2.5)

Dunque il prodotto di due quaternioni di lunghezza 1 fornisce ancora un
quaternione di lunghezza 1. Dal capitolo 8 sappiamo anche che I'inverso di
un quaternione e dato dalla (8.5.15), e che la 3-sfera consiste dei quaternioni
di norma 1.
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22.3 Quaternioni puri e rotazioni

Ecco come un quaternione r determina una applicazione lineare R, : R3 —
R3. Ad un punto p = (z,y, z) di R? associamo un quaternione

p=0+azi+yj+ zk. (22.3.1)

Poiché la sua parte reale Re(p) ¢ nulla, si suol dire che p ¢ un quater-

nione puro. Si trova allora che anche Re(rpr=!) = 0, e dunque rpr—! &

un quaternione puro, da cui segue che
2,y 7)) rprt =2'i +4/j + 2’k = punto di R (22.3.2)
Si definisce ora ’applicazione R, tale che
Ro(z,y,2)=rpr~t = (2, y,2) =2"i + 95+ k. (22.3.3)

L’applicazione R, ¢ lineare, e inoltre Ry, = R,., Vk. Per ogni r # 0, esiste
I'inversa

(R,)" = Ry, (22.3.4)

Notiamo che, se r = 41, R, ¢ l'applicazione identica su R3. Se invece
r # +1, R, & una rotazione attorno all’asse determinato dal vettore (b, ¢, d),
con angolo di rotazione (vedasi poco oltre)

0 = 2arcsinvb? + % 4 d?. (22.3.5)

L’applicazione R, ha altre due proprieta:
(i) R, preserva la norma dei quaternioni puri, ovvero

IR-(D)Il = 18Il , Vb = wi + yj + k. (22.3.6)
Questo segue dalla (22.2.5).

(ii) R, ha autovettore (b, c,d) con autovalore 1.

Quanto all’angolo di rotazione di cui sopra, scegliamo un vettore w per-
pendicolare all’autovettore (b, c,d). Se almeno uno fra b e ¢ & # 0, possiamo
usare w = ¢t — bj. Se invece b = ¢ = 0, possiamo assumere w = 7. L’angolo
di rotazione e I’angolo 6 fra i vettori w e R, w:

w - Ryw

cos ) = W =a* -0 - —d*=2d" - 1. (22.3.7)
w

Da tale formula, sfruttando I'identita

0
cosf = 2(30525 -1,
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troviamo alfine a = cos g.

Osserviamo anche come V r, s € S3 si abbia
R, ® Ry = R, (22.3.8)

da cui segue che la composizione di rotazioni puo essere ottenuta mediante
moltiplicazione di quaternioni. Dal capitolo 8 sappiamo che S? & un gruppo
topologico. D’altronde le rotazioni in R?, con I'operazione di composizione,
formano anch’esse un gruppo, ovvero SO(3). L’applicazione

: 5% —S0(3), r— R, =rpr! 22.3.9
2 ( )a r P )

¢ un omomorfismo tra gruppi. Per ogni R € SO(3), 3re€ S®: R=R, =
rpr—t. Dunque Papplicazione ¢ & surgettiva, ovvero

©(S*) = S0(3). (22.3.10)
Ogni rotazione R, ha precisamente due preimmagini in S3:

e M (R,) ={r,—r}. (22.3.11)

22.4 Fibrazione di Hopf tramite quaternioni

Vediamo ora come si puo riformulare I'applicazione di Hopf in termini di
quaternioni. Per prima cosa, fissiamo un punto distinto Py = (1,0,0) su S2.
Un qualsivoglia altro punto di S? andrebbe altrettanto bene, ma con questo le
formule risultanti sono particolarmente semplici. Assegnato (a, b, c,d) € S3,
sia r = a + bi + ¢j + dk I'associato quaternione di norma 1. Il quaternione r
definisce allora una rotazione R, di R? data da R, = rpr—!. La fibrazione di
Hopf mappa questo quaternione nell’immagine del punto distinto P sotto la
rotazione, ovvero

r— R.(Py) =Pyt =7r(1,0,0)r' = r(1,0,0)7. (22.4.1)

Le formule (22.1.1) e (22.4.1) per la fibrazione di Hopf sono equivalenti.
Il quaternione unitario r sposta (1,0,0) in P mediante R, (Fig. 22.1), e
d’altronde la mappa di Hopf porta r in P. Considerato il punto (1,0,0) di
5?2, si puo verificare che i punti dell’insieme

C = {(cost,sint,0,0)| t € R} = h~'((1,0,0)) (22.4.2)

in S3 corrispondono tutti a (1,0,0) mediante la mappa di Hopf h. Infatti,
C' ¢ l'insieme di tutti e soli i punti che corrispondono a (1,0,0) mediante h,
ovvero C' ¢ I'insieme preimmagine h=*(1,0,0).
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Figura 22.1: Il quaternione unitario porta (1,0,0) in P mediante R,. La
mappa di Hopf porta r in P.

Quanto trovato & una proprieta tipica: VP € S?, la preimmagine h~1(P) &
un cerchio in S3, ed ¢ la fibra di h su P. Studiamo ora la configurazione di tali
fibre in S®. Usando la proiezione stereografica (paragrafo 3.7), otterremo una
decomposizione di R? in una unione di cerchi disgiunti e di una linea retta.
Ovvero, usando cerchi disgiunti ed una singola linea retta, si puo riempire
R? in modo tale che ogni coppia di cerchi sia collegata, e tale che la retta
passi per 'interno di ogni cerchio. E la natura collegata dei cerchi che rende
il problema non banale. Se non si richiedesse il collegamento, si potrebbe
operare come mostrato in Fig. 22.2. Cominciamo col chiederci come trovare
rotazioni che trasportino un dato punto A in un dato punto B. Dati A e B su
S? che non sono antipodali, 1’asse di una qualsivoglia rotazione che trasporta
A in B deve passare attraverso il grande cerchio C' che divide in due 'arco
AB (Fig. 22.3). Lungo il grande cerchio C' vi sono due assi di rotazione
per i quali 'angolo di rotazione viene facilmente calcolato. Quando l'asse
di rotazione passa attraverso il punto medio M di AB, ’angolo di rotazione
f = m. Sia questa la rotazione R; mostrata in Fig. 22.4. Quando invece



268 CAPITOLO 22. FIBRAZIONE DI HOPF

Figura 22.2: Un possibile modo di riempire R® con cerchi disgiunti e una
retta.

I’asse di rotazione e perpendicolare ai vettori v = OA e = O_B, I’angolo di
rotazione ¢ & 'angolo fra ¥ e W, ed ¢ dato da cos(f) = - w. Questa rotazione
la chiamiamo R, e viene mostrata in Fig. 22.5. Se h: r € 83 — P € §?,
allora sappiamo che R, : (1,0,0) = P, e possiamo trovare asse e angolo
di rotazione per due rotazioni che mappano (1,0,0) in P. Una volta che
abbiamo assi e angoli di rotazione per le rotazioni R, e Ry, possiamo trovare
i quaternioni tali che R,, = Ry, R,, = Ry. Per il punto P = (p1, p2, p3) € S?,
si ha

1 . .
Ry = 7r1(p1, p2,p3)ry t = 11 = —————((1 4+ p1)i + poj + p3k), (22.4.3)
2(1+p1)
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Figura 22.3: L’asse di una qualsivoglia rotazione che porta A in B deve
passare attraverso il grande cerchio C' che biseca AB.

R2 = r2<p17p2ap3)r2_1 — T =

(1+p1) D3J p2k
2 (1‘<1+p1> <1+pl>)'
(22.4.4)

La fibra h~(P) ¢ data come un cerchio in R* definito parametricamente da
una delle due seguenti formule:

W (P) = {re'}, t €0,2n], (22.4.5)

W (P) = {re"}, t €0,27]. (22.4.6)

22.5 Geometria delle fibre

Studiamo ora un metodo che consente di visualizzare quel che accade con la
fibrazione di Hopf h : S — S?, ovvero mostrare disegni delle fibre. Questo
si ottiene sfruttando la proiezione stereografica del paragrafo 3.7. Questa
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Figura 22.4: La rotazione R; che porta A in B.

fornisce una mappa di proiezione
S%/(1,0,0,0) — R3, (22.5.1)

data da

x Yy z
(w,z,y,2) — ((1—w)’(1—w)’(1—w)) . (22.5.2)
Il punto (1,0, 0,0) di S? dal quale proiettiamo viene scelto in modo arbitrario,
ma rende le formule semplici. Il potere reale della proiezione stereografica ¢
questo: ci consente di vedere tutta S* (tranne un punto) nel familiare spazio
tridimensionale R? (Lyons 2003). Questo ¢ rimarchevole perché S® & una
varietd con curvatura immersa in R%.

Dall’analisi precedente sappiamo che le fibre della mappa di Hopf sono
cerchi in S®. La proiezione stereografica mappa questi cerchi in cerchi in
R3. Sia s la proiezione stereografica data nelle equazioni (22.5.1) e (22.5.2).
Allora

s®h7((1,0,0)) = asse x, (22.5.3)
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Figura 22.5: La rotazione Rs che porta A in B.

s®h7'((=1,0,0)) = cerchio di raggio 1 nel piano (y, 2), (22.5.4)

e, per ogni altro punto P = (py, pe, p3) di S?, la composizine di s con la fibra
h~1(P) fornisce un cerchio in R? che interseca il piano (y, z) esattamente in
due punti A e B (Fig. 22.6) I'uno dentro e 'altro fuori del cerchio unitario
nel piano (y, z). Dunque s ® h™1(P) & collegato al cerchio unitario nel piano
(, 2).

Per dimostrare la natura collegata di due cerchi qualsivoglia C' e D che
sono proiezioni di fibre, esibiamo una applicazione continua iniettiva (Lyons
2003) ¢ : R3> — R? che mappa C nel cerchio unitario nel piano (y, z), e
mappa D in qualche altra fibra proiettata che € un cerchio. Per costruire
Y, sta P € C, e siar = s }(P); definiamo I'applicazione f : R* — R?
mediante

fx)=kr !, (22.5.5)

che usa la moltiplicazione fra quaternioni. Allora

p=s0fosh (22.5.6)
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Figura 22.6: Una generica fibra di Hopf proiettata. A e B denotano le
intersezioni della fibra col piano (y, z).

Il disegno pertinente e riportato in Fig. 22.7.

Per lo studio di esempi pit avanzati di fibrazioni di Hopf, suggeriamo al
lettore I’elenco in Trautman (1984). Per il legame tra equazioni di Maxwell
e Yang-Mills e fibrazione di Hopf, vedasi ad esempio i risultati di Trautman
(1977).
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-
v h—T(Q) h

/ WP) \ e T
H

f \_/
b F
S
5 Seh'(P)
S-h(Q)
R3

Figura 22.7: Proiezioni stereografiche di fibre di Hopf. Due qualsivoglia fibre
proiettate sono cerchi collegati, ad eccezione di s ® h71(1,0,0), che & una
linea.

\
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Capitolo 23

Principi variazionali e
simmetrie. 1

23.1 Eulero-Lagrange, forma locale

Come il lettore sa dal primo corso di meccanica classica, le equazioni del
moto in dinamica classica possono essere formulate in ambito lagrangiano o,
invece, hamiltoniano. In questo capitolo ci proponiamo una piu estesa analisi,
pur mantenendoci ad un livello introduttivo. Il postulato fondamentale su
cui ci basiamo richiede che ogni sistema dinamico isolato si possa studiare
mediante un funzionale d’azione, con l’associato principio variazionale. Per
approfondimenti del calcolo delle variazioni, suggeriamo gli ottimi libri di
Tonelli (1923), Giusti (1994), Carbone e De Arcangelis (2001), Angrisani et
al. (2019), e I'articolo di Mingione (2006). Per quel che concerne la dinamica
classica, il lettore apprendera molto da Pars (1965), Sudarshan e Mukunda
(1974), Marmo et al. (1985), José e Saletan (1998), Carinena et al. (2015).

Ammettiamo d’ora innanzi di trattare sistemi fisici per i quali ¢ definita
una funzione lagrangiana che sia una funzione liscia sul fibrato tangente dello
spazio delle configurazioni: £ € F(T'Q). In coordinate locali ¢, ¢ possiamo
scrivere

L(q,q)=T-U, (23.1.1)

dove T' e 'energia cinetica e U 1'energia potenziale. E possibile formulare la
dinamica classica a partire da un funzionale d’azione S[C], dove I’applicazione

€ un cammino, ovvero una curva, sullo spazio delle configurazioni. In coordi-
nate locali, descriviamo C mediante una n-pla di coordinate ¢'(t), e C' median-
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te una n-pla di coordinate ¢’ (#'). Tali curve hanno estremi non coincidenti

in generale.

Il funzionale d’azione
to
S:C—%SWk:/‘EQ@LﬂQJMt (23.1.3)
t1

dipende dall’intero cammino, ed € un funzionale che, alla curva C, associa
un numero reale, ovvero il valore dell’integrale al membro di destra della
(23.1.3). La variazione di S &, per definizione, la differenza

th t2
55:5[0’]—5[6]:/ L(q’,q”,t)dt—/ L(q, . t)dt. (23.1.4)
t/

1 141

Per i prossimi calcoli, ci sara utile definire anche altri incrementi. Dunque
poniamo

Aty =t —ty, Dty =t — 1y, (23.1.5)

5Q(ta) = q/(ta> - Q(ta)a a = 17 2 (2316)

e consideriamo anche l'incremento

Aq(ta) = ¢'(t'a) — qlta) = ¢ (t+At) q(ta)
= q(ta) +q'(ta) Dt — q(ta) = 0q(ta) + ¢ (ta) Ata.  (23.1.7)

In tale formula, la derivata temporale di ¢ puo essere riespressa come segue:

. dq d d
— 23.1.
= U L) a0 = d() + hg(r). (2318)
Tale formula, sostituita nella (23.1.7), fornisce
, d
Bt = date) + (i) + o] ) 2,
t=tq

> §q(te) + (ta) Ot (23.1.9)
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Quindi, assumendo che 'y < t; < ty < t'y, troviamo

08 = //th+/ Edt+/ Edt—/ Ldt

L — £dt+/ Edt—/ L dt
to t1

)
oL oL

A
:\/t\1

oL oc
_/tl {a—qé +a—£5q} dt+[£m]
c

t1

oL N\ d (0L ..
dt (aq'i‘5q> T (aq'@') 5q] o

{8£ d oL
1

t2n|:

(
2
o[ead,
t2

to

:/tl Z }5¢dt+

 |d¢  dtog

= 7 v ;gﬁ(Aq q‘iAt)+/:At]

> a—ﬂsq" + LAt
=1 (9(]’

to

t1

t1

= 774 gz (ﬁ Z ) ] . (23.1.10)

t1

Se i cammini C e C’ hanno gli stessi estremi spaziotemporali, allora Aq(t,) =
0, At, = 0, e la variazione dell’azione si riduce a

t2 " 4oLy .
—— ¢ t. 23.1.11
5S = / { 5 dtaq‘z] 5q'(t) d (23.1.11)

Le derivate funzionali dell’azione rispetto alle ¢/ sono dunque eguali a

© < dq' (t)
e Eulero — Lagrange|; ——==dt
o (t)  Jy, ;[ range] dg’ ()

to M
= / Z[Eulero — Lagrangel;8:6(t — t)dt. (23.1.12)

Tali derivate funzionali si annullano se e solo se Ag(t,) = 0, At, = 0, e sono
soddisfatte le equazioni di Eulero-Lagrange

doL oL
dt g gt

(23.1.13)
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Ne concludiamo che le traiettorie del moto sono quelle lungo le quali l’azione
¢ stazionaria, e sono soluzioni delle equazioni di Eulero-Lagrange. Questo e
il principio d’azione di Hamilton.

Se invece gli estremi sono liberi, il principio variazionale afferma quanto
segue (Sudarshan e Mukunda 1974):

La curva C ¢ una traiettoria del moto, ovvero soddisfa le equazioni di Eulero-
Lagrange (23.1.13), se e solo se le variazioni dell’azione intorno alle traiettorie

producono solo contributi agli estremi:
to
oL .,
o AN 7 23.1.14
o' ! ) ] t ( )
1

oL "
g —_— A —
59 [ 90 ¢+ (c ;

ovvero 05 dipende solo dalle variazioni fra t; e t5 di un certo funzionale
espresso dal termine in parentesi quadra nella (23.1.14).

23.2 Schwinger-Weiss e Noether

Nella teoria hamiltoniana, si definiscono i momenti canonici

oL
i = 7o 23.2.1
P g ( )
con la associata funzione hamiltoniana
H=> pi — L. (23.2.2)
i=1

La variazione (23.1.14) del funzionale d’azione si riscrive allora nella forma
adatta al principio di Schwinger e Weiss (Weiss 1938, Sudarshan e Mukunda
1974):

n t2
S = [Zpl Ng —HNA t] : (23.2.3)
i=1 4
Quindi tale principio variazionale ci dice che il funzionale d’azione puo variare
al piu per un termine valutato agli estremi dell’intervallo di integrazione
temporale, in cui i momenti canonici e ’hamiltoniana svolgono un ruolo
chiave secondo la (23.2.3). L’hamiltoniana 7—[ ¢ proprio 'energia E, del
sistema. Indicando con I' il campo vettoriale <4, si trova che

d . ./L' ..Z'
LiH = —H = Z(piq +pid') = -

dt?

n

= Z(pz‘qi‘i‘pi ' Z

=1

= 5(2324)
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Pertanto, se la lagrangiana non dipende esplicitamente dal tempo, 1’hamil-
toniana e una costante del moto.
Dal principio di Schwinger-Weiss otteniamo anche il teorema di Noether:

Se la trasformazione dalla curva C alla curva C’, espressa dalla relazione
q(t) — q'(t) = q(t) + dq(t),
e una simmetria della dinamica, ovvero 6S = 0 lungo le traiettorie, allora
Fity=> pAqg —HAt (23.2.5)
i=1
€ una costante del moto.

La dimostrazione discende immediatamente dalla (23.2.3), dalla quale rica-
viamo che

0S =0= F(ty) — F(t;) = 0 = F(t) = costante. (23.2.6)
Se si opera la trasformazione
q'(t) — ¢"(t) = ¢'(t) + 64 (1), (23.2.7)

questa ¢ un diffeomorfismo infinitesimo a t fissato. Dalla (23.1.7) ricaviamo
dunque che Ag' = d¢°, e pertanto la costante del moto (23.2.5) si riduce a
F(t) =>""  pidg'. Ad esempio, se le trasformazioni delle ¢* sono traslazioni,
OVVero .

¢’ =¢ + =g =¢, (23.2.8)
la costante del moto assume la forma F'(t) = Y77 p;e?, ove &/ & un parametro
e p; ¢ la quantita conservata. Quindi il teorema di Noether implica che, se ¢’
¢ una trasformazione infinitesima che ¢ una simmetria per 1’azione S, ovvero
0S = 0, allora sotto traslazioni

F(t) = costante = sz-éqi = Zpigi = Z £,Q", (23.2.9)
i=1 i=1 i=1
ove .
Q=) 6p;. (23.2.10)
j=1
Sotto rotazioni, si trova
F(t) =Y Q" (23.2.11)
k=1
dove stavolta le quantita conservate sono
QF = g (23.2.12)

ij=1
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23.3 Forma intrinseca di Eulero-Lagrange

Studiamo ora come si scrivono le equazioni di Eulero-Lagrange in forma
intrinseca. Finora sappiamo che, se la lagrangiana non dipende esplicita-
mente dal tempo, valgono in coordinate locali le equazioni (23.1.13). Ora le
moltiplichiamo per dg’, sommiamo su i e definiamo

(23.3.1)

Questa ¢ la 1-forma di Cartan associata alla lagrangiana. Indicando ancora
con T' il campo vettoriale % usato nella (23.2.4), si trova che

- oL oL
Lrb, =) [Lp (aq > dq' + a—Lqu} (23.3.2)
=1

In questa formula facciamo ora uso delle identita

d d
Lrdq' = Edq =d Eq = dg', (23.3.3)
dL = Z { a.cd } : (23.3.4)

ottenendo alfine

Lrf; —dL = Z[LF@j)di gc 1
_Z[daﬁ aﬁ}dq ~0. (23.3.5)

dt 0¢¢  0¢*

Quindi, in forma intrinseca,
Lr6, —dL = 0. (23.3.6)

Ricordiamo ora 'identita (7.4.7), secondo la quale Ly = ird+dir, e definiamo
la 2-forma
We = d@g (2337)

Pertanto la (23.3.6) diventa

irdf, + d(irf;) — dL = 0 = ipw + d(ipb, — L) = 0. (23.3.8)
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Si pud ancora elaborare la forma della Eq. (23.3.8), poiché

ir@g—ﬁzir ( acdql> - L

i=1 8(]1

Dalle (23.3.8) e (23.3.9) otteniamo alfine

L. n A
'~ L= pd —L=H=E,. (23.3.9)

1
q =1

0
0

irwe + dE; = 0. (23.3.10)

Si noti che, valutando la funzione energia E, laddove vale la (23.2.1), stiamo
effettuando la trasformata di Legendre. Poiché la 2-forma w, e liscia e, per
definizione, anche esatta, essa e chiusa. Tra poco studieremo la geometria
della coppia (M, w).

23.4 Geometria di Poisson

Data una varieta liscia M di dimensione n pari o dispari, una parentesi di
Poisson & una applicazione (ai nostri fini, F(M) = C*°(M))

{,}: FIM)x F(M)— F(M) (23.4.1)
che ha le seguenti proprieta (Esposito et al. 2004):

{f1, o} = —{f2 n}

{fi. Mo+ nufsy = M fo, fo} + o d{fi, 3}, VA ueR,
(AL, fa}y = {{Uhs o} s 3} + {fe, {1, f3) )

{f1, fofs} = {f1, fo} fs + o {1, S5},
Vfi, fa, f3 € F(M). La coppia

()

¢ detta varieta di Poisson. Le (23.4.2)-(23.4.4) esprimono, rispettivamente,
I’antisimmetria, la bilinearita, e l'identita di Jacobi, e sono le proprieta
che definiscono una struttura di algebra di Lie su ogni spazio vettoriale.
L’identita di Jacobi puo anche essere espressa nella forma

U ASfa, fa}y + {fos {fs, fi}} + {fs, {f1, fo} } = 0. (23.4.6)
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La (23.4.6) ha una natura piu algoritmica, mentre la (23.4.4) ha il vantaggio
di chiarire il legame con la regola di Leibniz per le derivazioni. La (23.4.5)
collega invece due strutture diverse su F (M), ovvero la parentesi di Poisson
e il prodotto associativo e commutativo di funzioni lisce: f; fs.
Osserviamo che si possono definire applicazioni antisimmetriche che obbe-
discono alle (23.4.2)-(23.4.4) ma non alla (23.4.5). Ad esempio, su uno spazio
0

vettoriale con 0, = er> la regola (Esposito et al. 2004)

[fh f2] = fla,ufZ - f2a,uf1 (2347)

soddisfa le (23.4.2)-(23.4.4) ma non la (23.4.5), e dunque non definisce una
parentesi di Poisson. Desideriamo inoltre sottolineare che, per costruzione,
la parentesi di Poisson e definibile su qualsivoglia varieta di dimensione pari
o dispari.

Dalle (23.4.2)-(23.4.5) vediamo che ogni parentesi di Poisson determina
un campo tensoriale antisimmetrico controvariante. Se &1, ..., €, sono funzioni
coordinate, tale campo puo scriversi nella forma

& 0 0
k=1 J k

Come esempio di parentesi di Poisson su R? si puo considerare

3
{zi2;} = et o (23.4.9)
k=1
Usando 'hamiltoniana
3
1
H= ; In(z1)?, (23.4.10)

ove [y, Is, I3 sono i momenti di inerzia di un rotatore rigido, si ottengono
allora le equazioni di Hamilton

d
Ezl = {l'l,H} = (IQ — [3)5[3'2{173, (23411)
d
%LEQ = {[EQ, H} = (13 — 11)5(731'17 (23412)
d
— X3 = {$3, H} = (Il — 12)1‘11’2. (23413)

dt
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23.5 Geometria simplettica

Se consideriamo su una varieta M una parentesi di Poisson non degenere,
ossia tale che

{¢,¢} = (23.5.1)

sia una matrice invertibile, possiamo definire I'inversa w;; richiedendo che
n
> wy Q= of. (23.5.2)
Jj=1

Definiamo ora un tensore antisimmetrico di tipo (0, 2)

n

1 . .
w=>y Swidg' A dg’, (23.5.3)

2,j=1

ossia una 2-forma non degenere, da cui segue che n = dim(M) = 2k ove k &
un numero intero positivo. La forma differenziale in esame e anche chiusa.
Si puo invero dimostrare che la formula (cf. (23.4.4))

{€A{e. ¢ = {e. ). & +{g ¢} (23.5.4)

equivale a
0 0

0
a—fiw]'k + @wki + a—gkwij =0= dw=0. (2355)

La coppia (M,w) ¢ allora detta una wvarieta simplettica, e w € una forma
simplettica.

La chiusura di w non implica la sua esattezza. Il Lemma di Poincaré ci
assicura che, se dw = 0 su un aperto di M che e diffeomorfo alla palla aperta

{z eR": |z|* <1},

allora w = df per un qualche potenziale simplettico 6 definito su U. Una va-
rieta simplettica tale che w = df globalmente ¢ detta una varieta simplettica
esatta. Per ogni varieta simplettica, nell’intorno di ogni punto e possibile
definire coordinate canoniche

(q17 "'7qn>pl> apn)

per le quali la forma simplettica assume ’espressione

w=Y_dq' Ndp;, (23.5.6)
=1



284 CAPITOLO 23. PRINCIPI VARIAZIONALI E SIMMETRIE. I

con associate parentesi di Poisson

{d',p;} =95, (23.5.7)

{¢.¢} =0, {pip;} =0. (23.5.8)

La parentesi di Poisson di due qualsivoglia funzioni F' e G prende la forma
8F oG  O0F 0G

F.G} = —_— — — 23.5.9

ed ¢ dunque il prodotto scalare dei loro gradienti rispetto ad una metrica
antisimmetrica. Inoltre, per ogni funzione liscia f su M, si ha

d
Sr=1{rH), (23.5.10)
dt

e le equazioni di Hamilton si scrivono nella forma

d
—q ={¢ "}, v =A{ps M} (23.5.11)

Il campo vettoriale dinamico hamiltoniano ¢ pertanto

% > {{qﬂ H} a -+ {p],H} (23.5.12)

j=1 P;

23.6 Ruolo della matrice hessiana regolare

Le equazioni di Eulero-Lagrange per lagrangiane di punto sono

4oL oL
dtovi  o¢

(23.6.1)

dove, piu correttamente rispetto alle (23.1.13), usiamo coordinate locali po-
sizione e velocita: (q,v) (la scelta v = ¢ & una scelta particolare che definisce
il formalismo cosiddetto del secondo ordine). Similmente al paragrafo 23.3,
moltiplichiamo la (23.6.1) per dg’, sommiamo su 4, e teniamo presente che

d d .
“dg =d —q¢ = dv', 923.6.2
7 q = dtq ( )

" /oL ., O .,
L = 1 <8—qidq + %idv). (23.6.3)
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Pertanto perveniamo all’equazione (cf. (23.3.6))

oL
d —dL =0. 23.6.4
Notiamo inoltre che la (23.6.1) fornisce
& O*°L dv’ O*L dg oL
———— —— | — — = 0. 23.6.5
; (81}1(%] dt * ovtog dt ) 0q ( )

Dunque, al fine di poter esprimere dditj dalla (23.6.1), occorre che la matrice
hessiana

0?L
H;j = BT (23.6.6)
sia non singolare, ovvero
det 20X 4o (23.6.7)
Ovt v ‘ o

23.7 Cenno alle simmetrie di Noether

Osserviamo ora che possiamo anche moltiplicare la (23.6.1) per delle A*(q) e

poi porre
SaL =" AZ
i=1

8AZ
Z 55" W (23.7.1)

da cui segue

- (Z Al aw) —64L = 0. (23.7.2)

In particolare, se esiste una funzione f tale che

df

oAL = — 23.7.3
otteniamo una versione del teorema di Noether:
d 8£
— 23.7.4
(A% ) oo s

Pertanto la (37 A’ oL _ f) & una costante del moto. Se invece A" = si

ot
trova

dq'ac d
SuL = Z( +— aq) L, (23.7.5)

dt’
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i(”
dt \ 4
=1

ovvero il teorema di conservazione dell’energia per lagrangiane indipendenti
dal tempo.

da cui segue alfine che

- c) —0, (23.7.6)

N.B. Ad un livello pin profondo, la (23.7.1) esprime la derivata di Lie della
lagrangiana lungo il seguente campo vettoriale X sul fibrato tangente T'(Q)
dello spazio @) delle configurazioni:

u . d dA" D
X = Al . . 23.7.
§( W) 30+ oy 5 ) (23.1.7)
ove ,
dA* “LOAT
p— ‘7
o ]El o0 v, (23.7.8)

Le stmmetrie di Noether, se esistono, sono descritte dai campi vettoriali che
generano flussi che lasciano invariata la lagrangiana, ovvero tali che

6/1Z
JZ 8qﬂ (%’

Si cercano dunque le forme di £ che conducono ad una soluzione (Capozziello
et al. 1996) per le componenti A’ del campo vettoriale X. Ad esempio, se £
assume la forma

LxL=0=>_ A =0. (23.7.9)
=1

L=> a(g)(v*)* +W(q), (23.7.10)
k=1
la (23.7.9) diventa
AZ'( Al(q 24+2) ai(q)=—=vv’ =0. (23.7.11)
2 Z Z %

Per opportune scelte di W (q) si possono calcolare le funzioni incognite A’(q).



Capitolo 24

Principi variazionali e
simmetrie. 1l

24.1 Passaggio ai campi

In questo capitolo, con una trattazione euristica, passiamo dalle lagrangiane
di punto materiale del capitolo 23 a lagrangiane dipendenti da uno o piu
campi, assieme alle loro derivate prime. Tali campi potranno essere campi
scalari reali o complessi, o sezioni di fibrati associati. Il funzionale d’azione
diventa ora (i nostri sono integrali di Lebesgue con forma di volume V)

SE/ L Var. (24.1.1)
M

Supporremo che la lagrangiana dipenda solo dai campi e dalle loro derivate
prime onde poter ottenere un problema di Cauchy per il quale valga un
teorema di esistenza e unicita della soluzione. La porzione M di spaziotempo
(quel che e realistico ¢ integrare su regioni magari grandi ma pur sempre
finite) quadridimensionale sia delimitata da due superfici o; e o9 di tipo
spazio, definite dalle equazioni t = t; e t = t,, rispettivamente. Se una
superficie & di tipo spazio, detto n il vettore normale ad essa e g la metrica
spaziotemporale, si ha

3
gn,n) = Znun’“‘ <0, (24.1.2)
©n=0

ovvero la normale ¢ di tipo tempo. I campi ¢, sono supposti tendere a zero
se si riuscisse ad estendere M sino ad arrivare all’infinito spaziale, altrimenti
bisogna considerare il loro comportamento sulla frontiera topologica della
porzione di spaziotempo.

287
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Supponiamo ora di passare da un sistema di riferimento O ad un sistema
di riferimento O’ legato ad O da una trasformazione infinitesima delle co-
ordinate, con una associata trasfornazione infinitesima dei campi (si ricordi
che i sistemi di riferimento fanno uso non solo di opportuni assi, ma anche di
regoli rigidi per misurare le lunghezze). Pertanto possiamo scrivere le leggi
di trasformazione infinitesima

o =t + ok, (24.1.3)

S09a() = @o(7) — alz), Spa(r) = @o(2’) — wa(z). (24.1.4)
Il postulato di Schwinger richiede che, in analogia formale alla (23.2.3), la
variazione del funzionale d’azione sia espressa da

dS = Flog] — Floy], (24.1.5)

dove I’ ¢ un funzionale che andiamo a ricavare.

24.2 Variazione dell’azione

Se si effettuano le trasformazioni (24.1.3) e (24.1.4), 'azione S varia del-
I'ammontare (per semplificare la notazione, consideriamo temporaneamente
il caso di un solo campo)

5 = /580—1‘508073 o+ doh)d'a (a /ﬁso, o)di,  (24.2.1)

ove, denotato con

ox'"
| = det 24.2.2
j=det— ( )
lo jacobiano della trasformazione (24.1.3), si ha
d*2'(z) = j d'z, (24.2.3)
e il calcolo approssimato fornisce
9
~ 1 — &z + O((6z)?). 24.2.4
1+ 3 gt + O (24.2.4

Pertanto troviamo, lavorando all’ordine lineare in dx e eseguendo la cancel-
lazione esatta degli integrali di Ld*x di segno opposto,

3
oL 4
08 = / < 2 “(9(8 ))50<pd:6

S

3
pu=0
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In tale formula, il primo integrando esprime le equazioni di Eulero-Lagrange
per il campo ¢ o la n-pla di campi ¢,, mentre il secondo integrando, definito
il termine di corrente avente componenti

oL
JH= ———dop + Loz, 24.2.6
00,0) " (24.26)

fornisce l'integrale di una divergenza totale che puo essere studiato applican-
do il teorema della divergenza. Da tale teorema deduciamo che

3 3 3 3
[ S o= [ S awds= [ S swds— [ S rws

2 u=0 01 u=0
(24.2.7)
Pertanto troviamo che, se valgono le equazioni di Eulero-Lagrange, la varia-
zione dell’azione puo essere posta nella forma (24.1.5) secondo il postulato
di Schwinger.
Nel caso di una n-pla di campi, scriveremo che

3
000 = @ (2') = alr) = 60pa(x) + D Oypa(x)ds”, (24.2.8)
v=0

e le componenti della corrente si ottengono dalle (24.2.6) e (24.2.8).

24.3 Postulati hamiltoniani

In teoria hamiltoniana, si definiscono per la n-pla di campi i momenti coniu-
gati

Ty = %, (24.3.1)
e si postulano le parentesi di Poisson fondamentali
{eal®), ps(y)} =0, (24.3.2)
{mh(x),m5(y) } =0, (24.3.3)
{goa(x), Wg(y)} = 5a55(4)(x, v), (24.3.4)

da cui si possono ottenere le parentesi di Poisson tra generici funzionali A e

B: (4B}, /Z ((SA 6B A 5B)d4x‘ (24.3.5)

800 0T O 0,
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Fin qui abbiamo scritto la forma cosiddetta covariante delle equazioni (24.3.1)-
(24.3.5), in cui non abbiamo ancora fatto distinzione tra la variabile tem-
porale 2° = ¢t e le variabili spaziali 2, = 1,2,3. Un altro postulato
fondamentale richiede che, una volta posto dalla (24.2.7)

Flo] = /iJ“nuds, (24.3.6)

per ogni osservabile )[o] si abbia

Qo] = {Q, F}. (24.3.7)

24.4 Simmetrie e i loro generatori
Sotto traslazioni infinitesime
T: ot — 2" =at 4 &V, (24.4.1)

si ha
Pl (2) = (T '2) = alr — ) = @alz) = Y _"Dyip, (24.4.2)

e si puo definire un tensore energia impulso (detto anche tensore canonico)
avente componenti controvarianti

3
oL
TH = MW 90, — L 24.4.3
mentre il funzionale F[o] della (24.3.6) assume la forma
3 3
Flo]=- )" / e, T"ds = = g,P"[o]. (24.4.4)
v,u=0 v=0

Si suol dire allora che P¥[o] ¢ il generatore delle traslazioni spaziotemporali.
Sotto trasformazioni di Lorentz, una n-pla di campi si trasforma come

segue:
o) =)

B

3

1
S S| R
p,v=0

dove
(LLV)% = 5,7771/,8 — 0y Mup- (24.4.6)
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Il funzionale F' della (24.3.6) assume allora la forma (questo ¢ un esercizio
consigliato agli studenti, cf. De Alfaro 1984, Vitale 2020)

Flo] = % > e ol (24.4.7)

H,v=0

dove le J,, [0] sono i generatori delle trasformazioni di Lorentz. In particolare,
le J;;lo] generano le rotazioni, e le Jy;[o] generano i boost (cf. il paragrafo
12.2). Le variazioni dei campi della n-pla obbediscono, in virtu della (24.3.7),

all’equazione
3

oo =5 O & {0ar Julol} (24.4.8)

w,v=0

24.5 Elettrodinamica nel vuoto in Minkowski

Questo paragrafo e dedicato ad una specifica teoria di campo. Per la teoria di
Maxwell nel vuoto in assenza di cariche e correnti, nello spaziotempo (M, n)
di Minkowski, consideriamo un funzionale d’azione ottenuto integrando su
un insieme M C M la lagrangiana —3 ZZW:O F,,F". Poiché vale la (7.2.5),
il calcolo ci mostra che

S FuF = 37 (0,400 A7) - (0,A,)(0" A")

—(D,A4,)(0"A") + (2, A,)(0" 4]

—9 23: [(@A,,)(&“A”) - (GHA,,)(a”A“)]. (24.5.1)
j1,0=0

Ora osserviamo che (senza somma su indici ripetuti)
0, (A, 0MAY) = (0,A,)0"A” + A,0,0" A", (24.5.2)
0, (A 0" AM) = (0,A,)0" A* + A,0,,0" A", (24.5.3)

e pertanto
13 13 3

= #;0 Fu F" = —2 M;O A, PYA" + ; 0,B", (24.5.4)

dove, usando 'operatore d’onda
3

3
ST 7)0a0, =Y 060N (24.5.5)

p,A=0 A=0
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abbiamo definito
P” = —6”[:! + 070, (24.5.6)

n=Z Z — A, (0" AY — 9V AM). (24.5.7)

Dunque possiamo alfine deﬁmre 11 funzionale d’azione

S = /——ZFWF“”dA‘x—i—/ Za —B")d

/ Z ( —A P”A“) dx
— _;(;L PA). (24.5.8)

Come gia nei paragrafi precedenti, si usa il teorema della divergenza per

calcolare ; 5
/~Zﬁu(—B“)d4x = / > nu(=BMd, (24.5.9)
M oM [, =

le n, essendo le componenti della 1-forma ZZ:O n, " associata al vettore

normale alla superficie di tipo spazio OM.
L’operatore P non ¢ invertibile. Un modo elegante e profondo di vederlo
e mediante la trasformata di Fourier, ovvero costruendo il simbolo

J(PMV) = k‘2n’uy - k:'u,ky = O-uy, (24510)
ove, come al solito,
3 3
=k k)= ) knuk” =) kk". (24.5.11)
n,v=0 v=0

Infatti, cercando per o, un inverso
o = a(n " + bk'k”, (24.5.12)

troviamo che dovrebbe aversi
3

3
Y 0w =0 = (K — kuk,)(aln )" + bk EY)
v=0

= v=0
= K*ad), + k*bk,k* — ak, k> — Kbk, k>
= ka0, — ak,k* = 6. (24.5.13)
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Dovrebbe allora aversi, simultaneamente, a = k% e a = 0, il che ¢ impossibile,

da cui segue che l'operatore P non ¢ invertibile. Occorre dunque fissare
una condizione supplementare, piu spesso chiamata condizione di gauge. La
condizione di Lorenz (Lorenz 1867):

> 94" =0, (24.5.14)

ne e un esempio. Quello che si fa e cercare un funzionale ® della 1-forma di
connessione: ¢ : A — ®(A). Se, all'inizio dell’analisi, ®(A) # 0, si richiede
che, dopo una trasformazione di gauge:

©A, = A, + e, (24.5.15)
il potenziale gauge trasformato sia tale che (Jackson 2001)
d(@A)=0. (24.5.16)

Nel caso in cui & = &, (A) = Zzzo 0,A*, la richiesta (24.5.16) conduce a

3 3 3
Y 0A +Y 9,00 =0=0e=—) 0,A" (24.5.17)
n=0 pn=0 pn=0

Dunque, ¢ deve essere una funzione di classe almeno C? che soddisfa 1'e-
quazione lineare inomogenea (24.5.17). La soluzione di tale equazione &

somma di due funzioni:
£ =¢e0+¢1, (24.5.18)

ove g¢ soddisfa I’equazione d’onda scalare
Lleg =0, (24.5.19)
mentre, detta U(z,y) la soluzione fondamentale per il d’Alembertiano:

QU (z,y) = 6(z,y), (24.5.20)

si ha

e1= fMU(ﬂs,y) (—Z(Ml“> (y)d'y

- [ veni-euapwiy. (24.5.21)
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La verifica ¢ immediata:
Oe = Oeg+Uey = O+/~5(:c,y)(—l)q)L(A)(y)d4y =—0,(A)(z), (24.5.22)
M

che ¢ appunto la (24.5.17).

Si deve dunque trovare l'inverso dell’operatore d’onda [J; tale inverso
e un operatore integrale con nucleo dato dalla soluzione fondamentale della
(24.5.17). A volte basta un inverso approssimato di O, fornito dalla cosiddet-
ta parametriz. Altre volte serve una soluzione fondamentale con una certa
condizione al contorno, detta funzione di Green della (24.5.17) e denotata
tramite G(z,y). Ad esempio, usando la funzione di Green ritardata

Grl = 1) = 506" —)6((s — ), (245.23)

le equazioni di Maxwell con termine di corrente J* non nullo sono risolte,
nella gauge di Lorenz, dal potenziale ritardato (De Alfaro 1984)

. L[ J(y, 2’ — |7 = g)
Ar(Z, 2°) = f+ — ’ d® 24.5.24
@) = o)+ g [ I s

ove f* risolve I’equazione d’onda omogenea []f* = (.



Capitolo 25

Sistemi hamiltoniani soggetti a
vincoli

25.1 Vincoli primari e secondari

La procedura per definire I’hamiltoniana H come trasformata di Legendre
della lagrangiana £ (in questo capitolo non usiamo caratteri calligrafici per
H, e per semplicita non studiamo teorie di campo; le nostre fonti principali
sono la presentazione in Dirac (1964) e Esposito (1994)):

H=H =Y pi—L, (25.1.1)
=1

entra in crisi quando la matrice hessiana (23.6.6) e singolare. Si trova allora
che, in virtu della forma della lagrangiana, esistono delle funzioni

o) TH(Q) — R (25.1.2)

che si annullano su un certo sottoinsieme dello spazio delle fasi. Dirac ebbe
tra l'altro il merito di capire che tali funzioni non sono identicamente nulle,
ma si annullano solo su un sottoinsieme . C T%(Q), che qui assumiamo
essere una varieta regolare nel senso del capitolo 4, e che viene detta la
varieta vincolare. Su tutto T%(Q) si puo dunque definire una hamiltoniana
effettiva

K
H=H,+> un(q.p)el(¢.p). (25.1.3)

m=1
dove le funzioni u,, sono dei moltiplicatori di Lagrange inizialmente incogniti.
Per costruzione, tale H si riduce a H, sulla varieta regolare ¥, definita dalle
equazioni

oW =0. (25.1.4)

c
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La nomenclatura impiegata da Dirac in poi per indicare che valgono le

(25.1.4) richiede che i vincoli primari gpg,ll) siano debolmente nulli:

P (g,p) =0, (25.1.5)

ovvero nulli solamente su ¥. (dunque il simbolo ~ 0). Tali relazioni non
vanno ovviamente confuse con le equazioni deboli della moderna analisi
funzionale.

Notiamo che la procedura di estensione dell’hamiltoniana ¢ ben lungi
dall’essere unica. Ad esempio, si potrebbe invece definire

H=H+Y > un(g,p)Fi(el) (4 p)), (25.1.6)

m=1 j=1

ove le F}j sono tali che
Fj\zc =0Vy. (25.1.7)

Si possono invero concepire numerose F siffatte, ad esempio (o denotando
un parametro che serve a rendere adimensionali gli argomenti delle funzioni):

F = sin(och?gb)), Fy=—-1+ eXp(OéSO(l)), Fy = log(1 — a%(i))»

m
come pure delle arbitrarie potenze positive di ozgp,(i). La prescrizione (25.1.3)
di Dirac si fa dunque preferire per la sua semplicita, ma certo non per la sua
unicita. Dalla hamiltoniana (25.1.3) conseguono le equazioni del moto

d . ‘ LA K ,
0= {ql,H} ={¢" He} + > {d" um}t o) +> um{d', ¢}
m=1 m=1
OH, 9
~ o, +Zum(q,p)ap‘som, (25.1.8)
) m=1 )
d N K K
Epi = {pz’,H} = {Pz‘, Hc} + Z {pivum} SOSL) + Z Um, {]%SOS)}
m=1 m=1
UL o P (25.1.9)
aqz — m bl an m

dove abbiamo sfruttato ’annullarsi debolmente dei vincoli primari nel passare
dalla prima riga alla seconda. Dobbiamo ora assicurarci che i vincoli primari
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siano preservati nel tempo, ovvero che

d ~
i (1):{ (1) H}
dt(’pm me,

K
~ {el) Hel + ) uigp) {wﬁi),@”} ~0.  (25.1.10)
j=1

A questo stadio, tre sono i casi possibili:

1) La (25.1.10) & gia soddisfatta poiché i vincoli primari 5,1) sono debolmente
( g P p ©

nulli.

(2)( La) (25.1.10) puo essere risolta per i moltiplicatori di Lagrange: u; =
u;\gq,p)-

(3) La (25.1.10) conduce a vincoli secondari o\

J
plicatori di Lagrange uy(q, p).
Tale procedura viene ripetuta fino a che tutti i vincoli secondari, e alfine
tutti gli w; = wu;(q,p) sono stati calcolati, cosi che 'hamiltoniana effettiva

(¢, p) indipendenti dai molti-

H, come funzione delle g e delle p, ¢ completamente nota. L’insieme S, di
tutti i vincoli ¢ allora dato da (noi chiamiamo secondari tutti i vincoli non
primari, mentre altri autori (cf. Anderson e Bergmann 1951) distinguono fra
secondari, terziari, ..., n-ari):

S, = {gpg,?,m =1, K 0P 1=0,1, ., M} . (25.1.11)

In linguaggio geometrico, si possono calcolare i vincoli secondari gog-z)(q,p)

definendo su 7%(Q) il campo vettoriale (cf. la (23.5.12))

e poi calcolando la derivata di Lie Lpgm(?ll).

25.2 Vincoli di prima e seconda classe

Esiste tuttavia una ancor piu conveniente e fondamentale suddivisione del-
I'insieme di tutti i vincoli. A tal fine, cominciamo col definire il seguente
concetto:
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Definizione 25.1. La funzione F' su T%(Q) ¢ una funzione di prima classe
se (Dirac 1964, Hanson et al. 1976)

{Fpo} =0, Vpe S, (25.2.1)
e ’associato concetto:

Definizione 25.2. La funzione F' su T*(Q) ¢ di seconda classe se (Dirac
1964, Hanson et al. 1976)

dpeS.: {F,p} #£0. (25.2.2)

Dirac osservo che, mediante opportune combinazioni lineari, un certo
numero di vincoli di seconda classe potrebbe esser portato nella prima classe.
Dunque converremo di chiamare wvincoli di seconda classe irriducibili quelli
che restano di seconda classe. Indicheremo col simbolo 307(7? (q,p) i vincoli di
prima classe, e col simbolo gogm(q, p) i vincoli di seconda classe. L’insieme
S, dei vincoli puo anche essere suddiviso come segue:

S, = {gpg% m=0,1,.,K; ¢ 1=0,1,.., M’} , (25.2.3)
ove (cf. (25.1.11)) K’ + M' = K + M. Inoltre useremo la notazione
o (a.p), ™ oD (@), o5 (a,p)

per i vincoli primari di prima classe, o primari di seconda classe, o secondari
di prima classe, o secondari di seconda classe, rispettivamente. L’elettro-
magnetismo (capitolo 26) e la relativita generale sono teorie di campo con
vincoli di prima classe, mentre i vincoli di seconda classe si incontrano ad
esempio in teorie con torsione non nulla, o quando si impongono condizioni
supplementari (o di gauge-fixing) in teorie con vincoli di prima classe (Hanson

et al. 1976).
Dirac dimostro mediante calcolo diretto che la matrice
Cim = {10} (25.2.4)
delle parentesi di Poisson dei vincoli di seconda classe ¢ non singolare:
detCy,, # 0.

Il passo successivo consiste nell’associare, ad ogni funzione G : T*(Q) — R,
una nuova funzione (Hanson et al. 1976)

Ml

G=G- > {G7 sol(”)} (C™YplID (25.2.5)

I,m=1
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da cui segue
{é, goﬁm} ~ 0, ¥r e {0,1,.., M"}, (25.2.6)

ovvero G ha parentesi di Poisson debolmente nulla con tutti i vincoli di
seconda classe, mentre
(6.4}

puo essere debolmente non nulla per qualche m € {0,1,..., K’}. Pertanto,
definendo la parentesi di Dirac di due qualsivoglia funzioni Fy, Fy : T*(Q) —
R come segue:

Ml

(R.BY ={R.E} - {pl,gpgm}(CJ),m{@gﬂ,Fz}, (25.2.7)

Il,m=1

si trova che

MI
(G} ={G, e} = > {G, <p§”)} (€™ Crnn

I,m=1

={G, o} —{G, oD} =0, VG : T*(Q) — R.  (25.2.8)

n n

Dunque si riconosce che, rispetto alle parentesi di Dirac, i vincoli di seconda
classe sono fortemente eguali a zero, e le parentesi di Dirac sono lo strumento
necessario per ottenere questo e ridursi a trattare solamente vincoli di prima
classe. Ovvero, e indifferente se poniamo a zero i vincoli di seconda classe
prima o dopo aver calcolato le parentesi di Dirac in cui essi ricorrono.

25.3 Vari tipi di hamiltoniana estesa

Le hamiltoniane di interesse possono essere essenzialmente di quattro tipi:

(i) L’hamiltoniana canonica H., ovvero la trasformata di Legendre della
lagrangiana L. Se vale la condizione (23.6.7), la H. ¢ la hamiltoniana di
interesse, non serve altro.

(ii) L’hamiltoniana effettiva definita nella (25.1.3).
(iii) L’hamiltoniana totale Hr, ovvero

S
Hr=H+Y r(q,p)e " (q,p). (25.3.1)

s=1
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(iv) L’hamiltoniana massimamente estesa Hg, ossia

S K'—-S
p=H+)Y An a.p)+ D mi(ap)ey" (¢, p)
m=1 7j=1
-5
= Hr + Z ni(a.0)ey" (a.p). (25.3.2)

J=1

La (25.3.2) ci dice che & possibile aggiungere vincoli secondari alla hamil-
toniana, purché essi siano di prima classe. Si puo anche considerare uno
schema intermedio, in cui si aggiungono solamente vincoli secondari di prima
classe alla hamiltoniana canonica, ovvero

=H.+ Z wi(a.p)e " (a,p). (25.3.3)

Se si usa I'hamiltoniana Hg definita nella (25.3.2), le equazioni del moto
assumono la forma

d

S
¢ = {¢ Hp} ~ {q’,H}erZ:lAm g.p) {d', ¢"}

K'-S
+ > milan) {a ™"}, (25.3.4)
=1

S
Cclitpz = {p’L)HE} ~ {pz; } + Z )‘m q p {pu@m I)}
m=1

K'-S

+ > wlan) {poe"} (25.3.5)

j=1

25.4 Una lagrangiana classica con vincoli
Sia data la lagrangiana (Corichi 1992, Esposito 1994)

L= (g2 +g3)q1 + qugs + V(g2 g3, qa), (25.4.1)

ove

V(g2 g3, q1) = = | (1) — 2q2q3 — (43)° ] (25.4.2)

DN | —
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Dalla definizione (23.2.1) dei momenti canonici, e dalla forma (25.4.1) della
lagrangiana, troviamo quattro vincoli primari:

1= (p1— ¢ —q) =0, (25.4.3)
P2 =p2 =0, (25.4.4)

3 = (p3 — q1) = 0, (25.4.5)
Y1 =ps = 0. (25.4.6)

Pertanto "hamiltoniana canonica ¢

4
H. = Zpkcﬁc —L=(p1—q2— @)q1 + p2go + (3 — q1)G3
k=1
+ pada — V(g2 43, qa), (25.4.7)

mentre ’hamiltoniana effettiva diventa in tal caso
N 4 4
H=H.+ Y Mor =Y er — Vg2, 43, 0), (25.4.8)
k=1 k=1

ove )\k = Ak + ka
La preservazione nel tempo dei vincoli primari non conduce stavolta a
vincoli secondari, poiché

{801, H} = — (A2 + A3), {@2, ﬁ} =\ — g3, (25.4.9)

{903,1?} =M= A — o — g5, {¢4,ﬁ} — s+ qa. (25.4.10)

L’annullamento di queste parentesi di Poisson fornisce il calcolo dei moltipli-
catori di Lagrange, ovvero

AL =G3, Ao = —qu, A3 =qu, A= —@o. (25.4.11)
Le parentesi di Dirac non nulle del modello in esame sono

{a, @) ={s, e} = —{e@,a} =1, (25.4.12)

{p3; 02} = —{pe, n}” =2, k=1,3. (25.4.13)
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25.5 Quantizzazione con vincoli di prima classe

La parte finale di questo capitolo non e oggetto di esame di un corso di teoria
classica dei campi, ma d’altronde ci e parso formativo aprire una finestra su
come i concetti classici suggeriscono una via per quantizzare le teorie fisiche.

Supponiamo di studiare un sistema fisico regolato dall’equazione d’onda
non relativistica di Schrodinger:

0V

hoay = = Hp, (25.5.1)

ove }AIT ¢ l'operatore che corrisponde alla hamiltoniana totale classica Hr
della (25.3.1). Per il momento Hp ¢ un operatore non limitato e simmetrico,
non si affronta qui il problema di trovare la sua estensione autoaggiunta. A
quello stadio, il membro di sinistra della (25.5.1) si scriverebbe come ih%
(Maslov e Fedoriuk 1981).

L’idea di Dirac fu di imporre che la versione operatoriale di tutti i vincoli
di prima classe, qui scritti come @(1), debba annichilare la funzione d’onda:

gy =0,v=1,. K. (25.5.2)
Scriviamo ora tale condizione con indice I" # [:
Py =0. (25.5.3)

Poi agiamo sulla (25.5.3) con @(I), agiamo sulla (25.5.2) con @(,I ) e sottra-

iamo membro a membro le equazioni risultanti, da cui, usando la notazione
familiare per il commutatore in meccanica quantistica, si ottiene

[@}”, @(,”} b =0. (25.5.4)

Nella teoria classica, la controparte sarebbe senz’altro soddisfatta, poiché

{ ,som} ZC (25.5.5)

In teoria quantistica, tuttavia, non e a priori ovvio che si possa scrivere

[ ’%} ZC (4, 9)2x(d,P)- (25.5.6)

In altri termini, affinché la (25.5.4) discenda da (25.5.2) e (25.5.3), deve valere
anche la condizione aggiuntiva (25.5.6). A questo stadio, il problema & tec-
nico, non sempre banale: nel calcolo del commutatore (25.5.6), le C* (g,p)
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potrebbero non trovarsi tutte alla sinistra degli operatori @2’)@, p). Occor-

rono dunque opportune prescrizioni di ordinamento operatoriale, che possono
o meno valere nei casi di interesse.

Inoltre, richiedendo che la funzione d’onda che soddisfa la condizione
(25.5.4) e 'equazione di Schrédinger, continui a soddisfare la (25.5.4) dopo
un breve intervallo di tempo, Dirac trova che dovrebbe aversi

& Hr|v =o, (25.5.7)
che e soddisfatta purché
K/
(60, Hr] = 3 bunld. PP (. 9) (25.5.8)
m=1

Anche qui, potrebbe accadere che qualcuna delle b, (¢, p) non si trovi alla
sinistra di @g)(cj,ﬁ)

25.6 Quantizzazione con vincoli di seconda
classe

Nelle sue Lectures on Quantum Field Theory (versione dattiloscritta nella
ICTP Library), Dirac considera il caso di un sistema con due vincoli di
seconda classe:

¢ =0, p=0. (25.6.1)

E chiaro perché non li si puo imporre come condizione supplementare sulla
funzione d’onda: le relazioni

le¢ - Oa ﬁﬂvb =0
sarebbero inconsistenti con la relazione canonica di commutazione
¢, pu)y = i

Dirac propone quindi di usare le sue parentesi di Poisson, ovvero quelle che
noi chiamiamo parentesi di Dirac, per scartare la coppia ¢', p;, nel senso che

{qupl}* =0, {qj,pk}* :5@ Vi k#IL (25.6.2)
Una rappresentazione irriducibile delle parentesi di Dirac ¢ allora fornita da

Q'=0, B =0, (25.6.3)
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QUb = ¢, ¥ j #1, (25.6.4)
5. hoY
P = = o Vk#L (25.6.5)

Il programma di quantizzazione si puo dunque articolare in sette punti:

(1) Si individuano i vincoli di seconda classe irriducibili gol(H).

(2) Usando le parentesi di Dirac, questi vincoli irriducibili vengono posti
fortemente eguali a zero.

(3) Per ogni funzione f: T%(Q) — R, le equazioni classiche del moto sono
d .
Sl HrY (25.6.6)

(4) Nella teoria quantistica, alle parentesi di Dirac corrispondono i commu-
tatori, mentre i vincoli di seconda classe vengono realizzati come equazioni
tra operatori.

(5) Si cerca di ottenere una rappresentazione irriducibile dell’algebra delle
parentesi di Dirac.

(6) I restanti vincoli di prima classe diventano condizioni supplementari sulla
funzione d’onda:

30y = 0. (25.6.7)

(7) Per gli operatori nella (25.6.7) devono essere verificate le relazioni di
consistenza (25.5.6) e (25.5.8).

25.7 La via hamiltoniana oppure quella la-
grangiana?

Le equazioni di Eulero-Lagrange (23.1.13) hanno natura implicita, ovvero
esse forniscono una relazione tra le variabili piuttosto che una soluzione di-
retta per I'accelerazione (si rilegga la (23.6.5) e la discussione che ne segue).
Invece, le equazioni del moto di Hamilton (23.5.11) sono esplicite in quanto
forniscono direttamente la derivata temporale delle coordinate e dei momenti
canonici. Dunque la via hamiltoniana viene spesso preferita in ambito fisico,
anche perché fornisce un metodo sistematico, come abbiamo appena visto,
per tentare di quantizzare una teoria fisica.

D’altro canto, la relativita spinge invece a fondare le teorie fisiche sul prin-
cipio d’azione e dunque sulla lagrangiana, mentre una teoria hamiltoniana
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non ¢ mai pienamente relativistica (ovvero non fa uso di tutti i diffeomor-
fismi spaziotemporali) e tende a non usare appieno l'unificazione di spazio
e tempo. Questa dicotomia ¢ uno degli aspetti piu profondi delle moderne
teorie fisiche. Nel capitolo 32, e poi alla fine del capitolo 34, arriveremo ad
apprezzare appieno le potenzialita di un approccio lagrangiano alla teoria dei
campi.
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Capitolo 26

Vincoli in elettrodinamica
classica

26.1 Fotoni con massa in elettrodinamica

Puo essere istruttivo studiare dapprima un modello in cui la lagrangiana di
Maxwell acquista un termine di massa aggiunto a mano, anche se questo
ha il serio difetto di rompere linvarianza di gauge della teoria originaria.
Dunque assumiamo che si possa considerare nello spaziotempo di Minkowski
la lagrangiana

3 3
1 Z ,  m? Z
£ - _Z p,v=0 FMVFM - 2 =0 AMAM’ (2611)

ove le componenti della 2-forma di campo elettromagnetico le abbiamo gia
incontrate nella (7.2.6). Adesso, con la convenzione diag(—, +, 4+, +) per la
metrica dello spaziotempo di Minkowski, si ha (in unita ¢ = 1)

3 3
0
_ 2 2 40 _ _
Y AAN = —(A)? + Z(Ai) ==ty =——,
pu=0 i=1
3
Fy=-Y euB" F¥=E ="A' - 0'A", (26.1.2)
k=1
e si definisce una densita di hamiltoniana (ove A* = agf = —9"A")
3 .
Ho=> mA - L, (26.1.3)
i=1

307



308 CAPITOLO 26. VINCOLI IN ELETTRODINAMICA CLASSICA

ove i momenti coniugati sono (qui usiamo la notazione § per le derivate
rispetto a variabili che sono i campi)

0A
Y

Dunque 'annullarsi di 7y € un vincolo primario, e la sua preservazione nel
tempo conduce a

3
o ={m, H} =G = OE"+mA, (26.1.6)

=1

ovvero al vincolo secondario dato dalla legge di Gauss. Le parentesi di Poisson
a tempi eguali fra le componenti del potenziale elettromagnetico ed i momenti
canonici sono

{A"(@), 7 (Y)Y a0y = 0 69 (T ~7), (26.1.7)

pertanto troviamo
{G, 0} p0_yp = m*8) (@ ~ ), (26.1.8)

ovvero my € G sono vincoli di seconda classe a causa del valore non nullo della
massa nella lagrangiana.

L’hamiltoniana effettiva H; si ottiene integrando la seguente densita hamil-
toniana:

H, = Ho + AMx)mo(x) + n(x)G(x), (26.1.9)

ovvero

H, = /Hl(y) d’y. (26.1.10)

Per preservare nel tempo i vincoli, dobbiamo studiare

g(x) = {g(I),Hl} = {Z &EZ + m2A0,

[0+ 23wmls) + n<y>g<y>>d3y} , (26.1.11)

ove

{iaiEw/%BQ(y)d%} =0, (26.1.12)
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e dove inoltre, facendo uso delle (26.1.4) e (26.1.7), otteniamo

{Za&, [ gt } Za [ A @i - gy
= m? Z O Al (x). (26.1.13)
Per completare il calcolo della (26.1.11), ci occorre la parentesi di Poisson

m? {Aofz), Hy} = m? {Ao<x>, [rwmiy) d3y}
= m?\(x). (26.1.14)

Dalle (26.1.11)-(26.1.14) scopriamo che la preservazione nel tempo della legge
di Gauss conduce al calcolo del moltiplicatore di Lagrange A(z), ovvero

= m? (Z DA + A(x)) —0= Az Za A (26.1.15)

Per calcolare 'altro moltiplicatore di Lagrange, la funzione n(z), dobbia-
mo preservare nel tempo il vincolo primario 7 rispetto alla hamiltoniana
effettiva Hq, osservando che si ha

= {mo, H1} = {mo, Ho} + n(z /{7707 m®Ag} d’y, (26.1.16)

1 3

— i 5. D 7 2 i 3
HO_/ S(E-E+ DB AOZaE +7 (—AO+;AZA> d*y
(26.1.17)
da cui segue che
1

7o = G(x) —m?n(x) =~ 0 = n(z) = wg(m), (26.1.18)

e alfine, dalle (26.1.10) e (26.1.9),

L =0 | 30 m? 2 - i & i

i=1
1 - o
+— (V- E)’ + Aog] d’y, (26.1.19)
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avendo noi fatto uso della identita

1 1 = = = =
2 _ ﬁ(v CE)?+ AV - E + AG. (26.1.20)

m2

dove il termine Aoﬁ . E cancella poi un termine di segno opposto proveniente
dalla (26.1.17). Si noti che tale formula ha senso solo per massa non nulla,
altrimenti divideremmo per zero nell’integrando, una operazione non definita.

26.2 Vincoli per Maxwell con massa nulla

Ponendo a zero dall’inizio il termine di massa per il fotone nella lagrangiana
(26.1.1), si trovano i vincoli

T~ 0, G(z) =V -E ~0, (26.2.1)

ove la G esprime la legge di Gauss nel vuoto in assenza di cariche e correnti.
L’hamiltoniana effettiva assume allora la forma

1 = = Lo L
le/[§(E2+Bz)—AoV~E+A(y)7To(y)+W'E d’y,  (26:2.2)

e la preservazione nel tempo dei vincoli conduce ad equazioni automatica-
mente soddisfatte sulla varieta vincolare, ovvero

7o = G(z) ~ 0, G(z) = 0. (26.2.3)

Pertanto, nel caso a massa nulla, i moltiplicatori di Lagrange \(x) e n(x)
restano indeterminati, e i vincoli sono di prima classe, poiché

{mo(2).G(y)} = 0. (26.2.4)

26.3 Ruolo dei vincoli di prima classe

Desideriamo ora comprendere che relazione esiste fra 'invarianza di gauge
dell’elettrodinamica, che cambia le componenti della 1-forma A per I'aggiunta
delle corrispondenti componenti del gradiente di una funzione y, e 'esistenza
di vincoli di prima classe nel caso a massa nulla. A tal fine, definiamo i fun-
zionali (anche gli integrali precedenti erano funzionali con misura di Lebesgue
d®y per integrare su superfici di tipo spazio)

Plo] = /)\(y)ﬂo(y)d?’y, (26.3.1)
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3
Glo] = / n(y) > E (y)d’y. (26.3.2)
i=1
Da tali definizioni si trova che
{Plo], H,} = {G[o]|,H1} =0, (26.3.3)

ovvero Plo] e G[o] sono costanti del moto. Ora ci chiediamo quali sim-
metrie infinitesime siano generate da queste costanti del moto. Invero, la
trasformazione indotta su A, (z) & (Vitale 2020)

OrgAu(x) = {Au(2), Plo]} = /{Au(x), Ay)mo(y)} dy
= S\ (), (26.3.4)

g (x) = {Au(a). Glo} = {Aum), > E%y)} nwdy

B ‘/ <Z azﬁié@—y)) n(y)dy =3 @Om()5.  (263.5)

j=1

da cul otteniamo

SA, = (640,64;) = (\(@), dm). (26.3.6)

In particolare, se A(x) = dyn, questa ¢ proprio la trasformazione di gauge del
potenziale A, con n funzione arbitraria di classe C''. Possiamo ora calcolare

Sro Fy = 0y (0 Ay — D, A,) = 0,610 Ay — 0,01, A,
= Gou O\ — Goud A, (26.3.7)

SgF, = 0, ( i ama,i,) — 9, ( i az-ms;) . (26.3.8)
=1 =1

Dunque si distinguono due casi:
(i) p =1i,v =7, e quindi

OmoFij =0, 6gF;; = (0;0; — 0;0;)n =0, (26.3.9)
il che coorrisponde alla invarianza di gauge del campo magnetico nel vuoto.
(ii) p = 0,v =i, da cui

57T0F0i = —81)\, (SQFOZ' = 80(9177 = 81'607”], (26310)
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e pertanto, se A = dyn), Fy; € invariante sotto ’azione congiunta di (57r0 +5g>.
Il generatore delle trasformazioni di gauge e il funzionale

Klo] = / (@), —niaﬂri] . (26.3.11)

I vincoli di prima classe riducono i gradi di liberta di 2.J, dove J ¢ il numero
di vincoli. Quindi, per I'elettrodinamica si ha J = 2, e i gradi di liberta sono
in totale 8—4 = 4. Si ha una riduzione pari a 2.J poiché i vincoli forniscono le
equazioni che definiscono la varieta vincolare, e inoltre generano le simmetrie
di gauge. Nel caso di vincoli di seconda classe, la riduzione del numero di
gradi di liberta eguaglia solo J, e dunque l’elettrodinamica con fotone con
massa ha in totale 8 — 2 = 6 gradi di liberta.

Per teorie di gauge di Yang-Mills con gruppo di struttura G' non abeliano,
posto dim(G) = k, si ha la lagrangiana

k 3
L= —}1 SN Fe, P, (26.3.12)

a=1 p,v=0

alla quale sono associati k vincoli primari

oL
T = ——, 26.3.13
i= 5 (26313
e k vincoli secondari del tipo legge di Gauss:
g =g (26.3.14)

Questi vincoli hanno parentesi di Poisson nulle tra loro, e quindi sono vincoli
di prima classe che generano le trasformazioni di gauge.



Capitolo 27

Elettrodinamica classica in
spazi curvi

27.1 Potenziali di Hertz e Debye in linguag-
gio vettoriale

Hertz (1889) introdusse un potenziale per il campo di Maxwell mentre stu-
diava i campi di dipolo elettrico; la vera natura di questo potenziale fu com-
presa solo molto tempo dopo da Laporte e Uhlenbeck (1931). Si tratta di
un tensore antisimmetrico di rango 2 (detto anche bivettore) collegato me-
diante derivate seconde al campo fisico, ovvero da derivate prime al familiare
quadripotenziale. Infatti il potenziale scalare si ottiene da (Cohen e Kegeles
1974)

p=-V-Pp, (27.1.1)

mentre il potenziale vettore viene espresso nella forma

. 9Py - =
A= 8_tE +V APy, (27.1.2)

di modo tale che i campi elettrico e magnetico sono rispettivamente

Lo P o
E=VA (—aaf +V/\PE> , (27.1.3)
L P, -
B=VA <aa—f +V/\PM> . (27.1.4)
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I1 bivettore di Hertz e la coppia (IBE, ]3M) Tali formule per E e B, assieme alle
equazioni di Maxwell nel vuoto in assenza di cariche e correnti (cf. (1.2.1)-

(1.2.4)):

— — B’ — —
VAE—F%—t:O,V-B:O, (27.1.5)
= =g aﬁ - —
V/\B—Ezo,Vl?:O, (27.1.6)
implicano che . .
OPg =0, 0P, =0, (27.1.7)
ove 1= —g—; + V2 ¢ il familiare operatore d’onda di d’Alembert.

Un nuovo tipo di liberta di gauge, denominata da Nisbet (1955) trasfor-
mazioni di gauge del terzo tipo, € associata ai potenziali di Hertz. Qui consi-
deriamo trasformazioni di gauge delle sorgenti, ovvero quei termini di gauge
che possono apparire come sorgenti nelle equazioni d’onda per i vettori ﬁE,
Py senza per questo inficiare I’assenza di sorgenti per il campo di Maxwell.
Questi risultano essere bivettori della forma

Qr=VAG, Qi = —%—%, (27.1.8)
€ -
i —%—T — Vi, Ry = -V AW, (27.1.9)

ove (G,7) e (W, ) sono quadrivettori arbitrari. Secondo tale schema, le
equazioni d’onda per i potenziali sono modificate e diventano

0Py = Qg + Ri, OPy = Qu + B, (27.1.10)

mentre le nuove formule per i campi elettrico e magnetico sono

— — — 8‘) — —
EzV/\(—G——tM—i-V/\ E) (27.1.11)
I ) .
B:V/\<W+a—tE+V/\PM>. (27.1.12)

La riduzione di Nisbet del bivettore di Hertz a due vettori puramente
radiali (i potenziali di Debye (1909)) usa le trasformazioni di gauge appena
introdotte. In questa rappresentazione, il potenziale e dato da

Py = ¢€,Pg, Py = ¢&.Py, (27.1.13)
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dove €, ¢ il vettore radiale unitario, e i bivettori di gauge sono ottenuti dalle
formule per Qg, Qun, Rg, Ry ponendo ivi
Py

- = P
G=0,W=0,y=2"2 =22 (27.1.14)
r r

Le funzioni Pg e Pj; sono i potenziali di Debye, e le equazioni d’onda ino-
mogenee (27.1.10) implicano che Pg e Py obbediscono all’equazione d’onda

(che, nella parte radiale, differisce dall’operatore di d’Alembert su scalari)

% 0% 1( 1 9 a 1 8%

gz T e @ ae Ve T ake) ap2

) =0. (27.1.15)

Le soluzioni della (27.1.15), che sono della forma
Y = e Fry(Kr)Y,™(0, ), (27.1.16)

ove z;(kr) ¢ una funzione di Bessel sferica e ¥, un’armonica sferica, danno
luogo ai multipoli elettrici (Py; = 0) e magnetici (Pg = 0) statici (k =0) e
dinamici, quando inseriti nelle formule per E , B. Solo il campo di monopolo
manca in tale schema, poiché le formule per E , B annichilano la soluzione
[ = 0 dell’equazione d’onda per .

Va sottolineato il ruolo essenziale (Cohen e Kegeles 1974) svolto dai termi-
ni di gauge v e w poiché, se 'operatore di d’Alembert viene calcolato esplici-
tamente con la scelta di Debye (27.1.13) dei vettori di Hertz, le espressioni
risultanti contengono ciascuna tre componenti; ¢ solo mediante 'aggiunta
dei termini di gauge specificati al membro di destra delle (27.1.10) che ci
si riduce ad avere due componenti di ciascuna equazione eguali ad identita,
mentre la terza componente obbedisce all’equazione per (¢, 7,0, ¢). Dunque
si ottiene una economia degna di nota usando i potenziali di Debye: il cam-
po di Maxwell libero da sorgenti viene specificato da due funzioni scalari che
obbediscono ad una singola equazione d’onda separabile.

Si puo osservare che, mediante una opportuna scelta di direzione bivet-
toriale nello spaziotempo (la direzione rt, oppure la sua direzione duale 6¢)
si ¢ riusciti a diagonalizzare il potenziale di Hertz, ovvero si sono trovate
le direzioni principali e i valori del bivettore di Hertz. In tal senso, si puo
diagonalizzare un qualsivoglia bivettore, con le direzioni principali risultanti
che dipendono algebricamente dal bivettore stesso. E notevole che lo schema
di Debye mostri che tutti i campi di Maxwell liberi da sorgenti possono es-
sere espressi mediante potenziali bivettoriali di Hertz con le stesse direzioni
principali, indipendenti dal campo di Maxwell, e determinate a priori.

Il problema della generalizzazione covariante dello schema di Debye puo
allora essere visto come la ricerca di una direzione bivettoriale speciale nello
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spaziotempo, determinata a priori e in modo geometrico, indipendentemente
dai dettagli di un qualsivoglia campo di Maxwell particolare (Cohen e Kegeles

1974).

27.2 Forme differenziali per i potenziali di
Hertz

Siamo ora interessati all’espressione mediante le forme differenziali, poiché,
quando un’equazione e scritta in tale linguaggio, essa e, per costruzione,
completamente covariante. Abbiamo allora la 2-forma di Maxwell (qui non
ci restringiamo alla base coordinata)

3
1
F = —Fwh Aw”, 27.2.1
WZONw w (27.2.1)

ove le w" sono le 1-forme di base, e abbiamo (cf. capitolo 17) la derivata
esterna d, la coderivata 6 = x d %, e 'operatore

A = do +dd, (27.2.2)

che, nello spaziotempo di Minkowski, diventa l'operatore d’onda [1. Le
equazioni di Maxwell in assenza di cariche e correnti sono

dF =0, d « F=0. (27.2.3)

Sulla seconda delle (27.2.3) agiamo da sinistra con lo * di Hodge, e dunque
riesprimiamo le (27.2.3) nella forma

dF =0, 6F = 0. (27.2.4)
Alle equazioni per il potenziale scalare ¢ e vettore A corrisponde
A=0P, (27.2.5)
e alle equazioni per campi elettrico e magnetico corrisponde
F=déP =—-6dP = (d0 + 6d)P =0 = AP =0, (27.2.6)

che corrisponde alle equazioni d’onda omogenee (27.1.7). Inoltre, le (27.2.4)
sono immediatamente soddisfatte poiché

dF = ddSP = d*5P = 06P = 0, (27.2.7)
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§F = §(—6dP) = —6*dP = 0dP = 0, (27.2.8)
poiché
6% = (xdx)(xdx) = *d(£1)dx = + x d*x = 0. (27.2.9)
Alle formule per @ , @ M, ﬁE, R corrispondono le 2-forme di gauge

Q = dG, R=xdW, (27.2.10)

le G e W essendo 1-forme arbitrarie. Alle equazioni d’onda inomogenee per
Pg, Py corrisponde

AP =Q+ R=dG + xdW, (27.2.11)

e alle equazioni per E , B espressi come rotori della somma di tre vettori nelle
(27.1.11) e (27.1.12) corrisponde

F =dSP — dG = —5dP + %dW. (27.2.12)

Tale 2-forma obbedisce alle equazioni (27.2.4) in virtu della nilpotenza di d
ed: d*>=0, 6% =0.

Le equazioni per AP e F rappresentano una generalizzazione completa-
mente covariante dello schema dei potenziali di Hertz a tutti gli spaziotempo
curvi. La riduzione di Debye di questo formalismo puo essere riassunta come
segue.

Usiamo il frame ortonormale sferico di Cartan, nel quale

W =dt, w' =dr, W =7 df, W =rsin(d)do. (27.2.13)
Scegliamo poi la 2-forma di Hertz scritta come
P = Pguw® Aw! + Pyw? A WP, (27.2.14)

e selezioniamo 1-forme di gauge
G=2—w", =2—w". (27.2.15)
r

Allora I'equazione (27.2.11) da luogo all’equazione d’onda per 1 (t, r, 0, ¢) per
ciascuno di Pg e Py, mentre la formula F' = d0P — dG fornisce i multipoli
elettromagnetici noti in letteratura.

Va sottolineato che I'intero schema di Hertz non varrebbe piu se la metrica
fosse riemanniana anziché pseudoriemanniana, poiché, se lo spaziotempo fos-
se sostituito da una varieta di Riemann compatta, la teoria di Hodge (vedasi
il capitolo 31) assicura che

AP =0+=dP =0, 0P =0, (27.2.16)
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e si avrebbe 'assurdo che A = P = 0, da cui F' = dA = d0 = 0, e dunque
si annullerebbero sia il campo elettrico che il campo magnetico. L’intera
analisi si complica nel caso riemanniano non compatto, che supera le attuali
competenze dell’autore. Risultati recenti su questioni collegate sono ottenuti
in Sprossig (2010), Vargas (2014).

Nel caso invece di segnatura lorentziana della metrica (cf. Bouas 2011)
sappiamo che esistono due campi di 2-forma di interesse fisico per la teoria
di Maxwell. La coderivata 9, agendo su P, fornisce il campo di 1-forma
A, mentre la derivata esterna d, agendo su A, fornisce la 2-forma di campo
elettromagnetico. La A & definita a meno di un da, ove a = —G con la
notazione usata in questo paragrafo.

27.3 Tensori per i potenziali di Hertz

Poiché il linguaggio delle forme differenziali ¢ covariante, esiste un unico modo
di riesprimere le formule che usano derivata esterna e coderivata nel linguag-
gio tensoriale. Per prima cosa, le equazioni di Maxwell (27.2.4) diventano
(anche qui v = g~ 1)

(VMF)VA + (VVF))\N + (V,\F)MV = 0, (27.3.1)
3
> AV F)u =0, (27.3.2)
pu=0

11 bivettore di Hertz ¢ una 2-forma

3
1 14
P=>" 5 Pt A, (27.3.3)

H,v=0

ed esso ¢ collegato al quadripotenziale come segue:

3
A=6P= A, == (VP (27.3.4)

A,p=0

La formula F' = dA = dé P diventa
3

3
F,=- Z V. (Y (V,P)aw) + Z V(Y (V,P)a)
A,p=0 A,p=0
3

- Z [VA(VAP(V/JP)W) ~VVo(VuP)r

A,p=0

+’7>\pvp(vup))\u] . (2735)
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Questa seconda riga implica che la controparte tensoriale delle equazioni
d’onda
OPr =0, 0Py =0, AP=0

assume la forma

i ny {_w(va),ﬁ [(vpvu ~V,V,) p]

A,p=0

+ (WY, -V, )P M} ~0. (27.3.6)

Si noti che i commutatori di derivate covarianti in tale formula sono pro-
porzionali alle componenti del tensore di Riemann. La dimostrazione che
F,,, nella (27.3.5) risolve le equazioni di Maxwell (27.3.1) e (27.3.2) richiede
un calcolo attento. Per verificare la (27.3.1), scegliamo la prima riga della
(27.3.5) per F,,,, e usiamo poi la proprieta

F.,=(V,A),—-(V,A),, (27.3.7)
da cui

(VMF)V)\ + (vVF)/\M + (VAF)W = [(vuvv - VVVM)A] A

+ [(vkvu - VMV)\)A:| V"‘ [(VVVA — V)\VV)A]

m
3
= Z (Rp)\yu + Rpl/p)\ + Rp,u,)\u) AP
p=0
3
=3 "3RY, A, =0, (27.3.8)
p=0

ove nella penultima riga ci si e avvalsi delle identita di Ricci, mentre nell'ul-
tima riga si e fatto uso della simmetria ciclica del tensore di Riemann.

Per verificare la seconda equazione di Maxwell (27.3.2), esprimiamo F),,
dalla seconda e terza riga della (27.3.5) e introduciamo un tensore di tipo
(0,3), con componenti

BAW = (VAP)W - (VuP)AV + (vVP>)\/H (27-3-9)
la cui quadridivergenza fornisce F),,, ovvero
3
Fu =Y 7"(V,B)u- (27.3.10)

p;A=0
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Adesso troviamo che (Cohen e Kegeles 1974)

3

> (VL) Z VIAN 5 (Y, B) sy
p,u=0 0,0,14,A=0

3
:% Z MO— Ap[vv VV) :|/\u1/

3
1
= 5 Z (RU/\ /\uBUW + R‘L MB L+ Re, MBAW>. (27.3.11)

Nella penultima riga della (27.3.11) abbiamo sfruttato l'antisimmetria di
B, e nell’'ultima riga abbiamo adoperato le identita di Ricci. Nell'ultima
riga della (27.3.11) i primi due termini si annullano separatamente, poiché il
primo fattore & simmetrico e il secondo antisimmetrico in o, (oppure o, A
per il secondo termine). Il terzo termine e

3 3
1 oA 1 oA
_5 E RVO’)\/AB H= _5 E RV[O‘)\/L]B .

o,\,u=0 o,\,u=0
~ 0. (27.3.12)

Quanto ai termini di gauge, si ha

Q=dG = Q. = (V,G), — (V,G),, (27.3.13)
3
R=dW = Ry =~ Y v*(V,W)yu, (27.3.14)
p,A=0

ove Wi = Wi ma per il resto ¢ arbitrario. L’equazione d’onda (27.3.6)
per il potenziale acquista ora un membro di destra RHS dato da

3
RHS = (V,.G)y — (VuG)u = Y 7 (Vo W ) (27.3.15)

p;A=0
e si hanno inoltre le corrispondenze

F=déP —dG —
3

Fu = Z 7)\'0 [VV<V/JP)>\M - vu(va)Au

A,p=0

+(VoG)u = (VuG)y, (27.3.16)
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F =—0dP + *dW —
3
Fu = Z ’yAp [Vk(vpp);w = Vu(VuP)r
A,p=0
+VP(VVP))\M - (VPP))\/U/:| . (27317)

La riduzione a due componenti di Debye (1909) si ottiene usando la base
in coordinate sferiche per tensori, ove

Py = =P,y = Pg, Pyy = — Py = 1”sin(6) Py, (27.3.18)

mentre tutte le altre componenti si annullano. Per i termini di gauge, si
assume

P P
Wiy = 2r2 sin(0) 2. (27.3.19)

)
r T

Gt = 2
Con queste scelte, I'equazione (27.3.16) fornisce I’equazione d’onda per
w(t7 ,r? 97 (b)?

mentre la (27.3.17) fornisce i campi di multipolo elettromagnetico.

27.4 Lagrangiana di Maxwell in spazi curvi
In una varieta riemanniana o pseudoriemanniana, il calcolo del paragrafo
24.5 per la lagrangiana di Maxwell diventa

1 3

L=—7> (Vud), = (V,A),)(V*A)" = (V7 A)")
- _% 3 [(VMA),,(V“A)” - (VMA)V(V”A)“}

=5 2 [~ AT, + VAT AY)

w,v=0

+A,V, (VYA — vu(Ay(V”A)“ﬂ

1
=3 > A~ guD+ VLV, ) A"
n,v=0
; 1 B ANV 1 N
+> Y, —SAVIA) + A (VR A ). (27.4.1)
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Dunque, definendo
13
v = v ®o_ y2 1
St = 5 VEO Ay<(V AM— (VHA) ), (27.4.2)

e usando l'identita di Ricci (usiamo carattere calligrafico per il tensore di
Ricci, onde evitare confusione con il termine di gauge (27.3.14)):

i[Vu(VMA)” - VH(VVA)”} _ 23: R, A"

v=0 v,p=0
3 3
=Y R, A=) R,A (27.4.3)
v,p=0 p=0
si trova alfine
13 B 3
- > F P = -3 > AP, AT+ (VS (27.4.4)
p,v=0 w,v=0 n=0

ove P e l'operatore
P,ul/ = —QWD + VMVV + Ruy. (2745)

Se si impone la condizione di Lorenz come nel paragrafo 24.5, ci si puo ridurre
a studiare l'operatore

P,uu == —Q;WD + Ruy- (2746)



Capitolo 28

Fondamenti della relativita
generale

28.1 1l principio di equivalenza

Sappiamo sin dal primo capitolo che Einstein ha unificato spazio e tempo in
un continuo quadridimensionale, la varieta spaziotempo (M, g), ove M ¢ una
varieta connessa, di Hausdorff (dati due qualsivoglia punti distinti p,q € M,
esistono sempre intorni disgiunti I(p) e I(q): I(p) N 1(q) = 0), dim(M) = 4,
e M e di classe C*°. La g e una forma simmetrica, bilineare, non degenere:

ol T STy (M) — R, g(X,,Yy) = (%, X,),  (28.11)
A
9w =9 (%, @) s deth 7é O, (2812)

ed esiste un campo vettoriale di tipo tempo X : M — T'(M) globalmente
definito che rende possibile definire il concetto di diretto nel futuro. Ovvero,
dato v € T,(M) per il quale g(v,v) < 0 (v di tipo tempo) oppure g(v,v) =0
(v di tipo luce), esso e diretto nel futuro se g(X,,v) < 0, oppure diretto nel
passato se g(X,,v) > 0. A stretto rigor di termini, lo spaziotempo ¢ una classe
d’equivalenza di coppie (M, g) siffatte, due metriche essendo riguardate come
equivalenti se esiste un diffeomorfismo che muta I'una nell’altra (Hawking e
Ellis 1973).

Inoltre si assume che valga il principio di equivalenza in una delle due
forme seguenti:

Forma debole: il valore della massa inerziale eguaglia il valore della massa
gravitazionale. Questo e stato verificato sperimentalmente con accuratezza
crescente: da cinque parti su 10° fino a tre parti su 10,

323
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Forma forte: la gravitazione si accoppia al tensore energia impulso della
materia, cosi che valgono le equazioni di Einstein

1
R(X.Y) = 59X, YV)R = “07(X.Y)
1 G
— R#V — 59#,/7?/ = ?T#V' (2813)

Cerchiamo ora di approfondire la comprensione del principio di equiva-
lenza. Si puo dire che esso equivale a fare due affermazioni (Pirani 1965):

(A) Il moto di una particella di prova in un campo gravitazionale ¢ indipen-
dente dalla sua massa e composizione. Pertanto, la massa inerziale equaglia
la massa gravitazionale passiva. In ambito newtoniano potremmo dire che,
detta m; la massa inerziale e mp la massa gravitazionale passiva, allora
per due particelle, etichettate 1 e 2, nelle leggi di Newton del moto e della
gravitazione rispettivamente, deve aversi

e L .
(mih 25T = Fi, By = —(mp)1 Ve, (28.1.4)
£ L B
(m1)s—57s = Fay Fo = —(mp):Vo, (28.1.5)

¢ essendo il potenziale gravitazionale newtoniano. Dalla (A) segue che

(mI)l _ (m1)2
(mP)l (mP)Q‘

(28.1.6)

Pertanto esiste una costante K, la stessa per tutte le particelle, tale che

Senza perdita di generalita, si puo porre K = 1. In relativita generale, la
(A) e una legge geodetica del moto, e puo essere dedotta, per particelle di
prova a simmetria sferica, dalle equazioni di campo di Einstein.

(B) La materia risente dell’azione dei campi gravitazionali ed ¢ essa stessa
sorgente di campo gravitazionale. Pertanto la massa gravitazionale passiva
equaglia la massa gravitazionale attiva. In ambito newtoniano, sia m4 la
massa gravitazionale attiva. Se solo due particelle sono coinvolte, allora

—

Fy = —(mp) V1, Fo = —(mp)sVeo, (28.1.8)

ove
= Gmak y _ Glmah (28.1.9)

12 12



28.1. IL PRINCIPIO DI EQUIVALENZA 325

In aggiunta, la legge di azione e reazione richiede che
Fi+ Fy= 0= (mp)i(ma)2 = (mp)a(ma)1, (28.1.10)

e 'argomento prosegue come fatto per la (28.1.6). Questa equivalenza puo
essere difficilmente evitata in teorie ove il momento ¢ conservato. In relativita
generale ’equivalenza ¢ meno evidente, ed ¢ racchiusa nelle equazioni di
Einstein (28.1.3) e nella equazione di conservazione

i(vuTW =0 (28.1.11)

pn=0

che ne consegue. Si puo assumere il punto di vista (Pirani 1965) secondo
il quale la relativita generale ¢ costruita dall’enunciato (A) del principio di
equivalenza, e dalla relativita speciale. In ogni evento, il principio di e-
quivalenza implica che, in un sistema di riferimento che cade con particelle
di prova gravitanti, nessun effetto gravitazionale verra osservato se le misure
sperimentali sono confinate ad una regione sulla quale la variazione del campo
gravitazionale e troppo piccola per essere osservata, poiché in un riferimento
nel quale una particella ¢ in quiete, le altre non sono accelerate rispetto ad
essa.

Tra i riferimenti in caduta libera, quelli che sono dinamicamente non
rotanti possono essere distinti. In un tale riferimento, le particelle di pro-
va sono in moto rettilineo, secondo la relativita speciale, e se esse sono
inizialmente in quiete, permangono in quiete in questo riferimento.

Un sistema di riferimento non rotante e in caduta libera € detto un ri-
ferimento inerziale. La procedura di limite che conduce all’indietro dalla
relativita generale alla relativita speciale puo essere enunciata in termini di
riferimenti inerziali (Pirani 1965):

(C1): Tutte le leggi della relativita speciale sono valide localmente in un
riferimento inerziale. Questo va interpretato matematicamente a significare
che lo spaziotempo va costruito montando assieme degli spazi di Minkowski
locali. Altrimenti detto:

(C3): Non esiste alcun esperimento locale che distingue una caduta libera
senza rotazione in un campo gravitazionale dal moto uniforme in uno spazio
libero da campo gravitazionale, ovvero:

(C3): Un riferimento accelerato linearmente rispetto ad un riferimento iner-
ziale ¢ localmente identico ad un riferimento in quiete in un campo gravi-
tazionale.
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Da un lato, dunque, i fenomeni meccanici sono gli stessi in un laboratorio
accelerato come nel campo gravitazionale terrestre (enunciato Cs); dall’altro
lato, essi sono gli stessi in un laboratorio in quiete nello spazio libero da
campi e in un laboratorio in caduta libera (enunciato C5).

La formulazione matematica appropriata per descrivere questa situazione
sperimentale ¢ ottenuta generalizzando dalla relativita speciale, come segue.
In relativita speciale, col sistema di coordinate adattato ad un riferimento
inerziale, ’equazione del moto di una particella libera e

d?a?
=0 28.1.12
ove
3
dr= | > n,E" ®Er (28.1.13)
v,p=0

e il tempo proprio sulla linea d’universo della particella. In un sistema di coor-
dinate arbitrario e in un riferimento arbitrario, questa equazione si trasforma
in

R 3 dz? dxP

R 28.1.14
dr? * Yo dr dr ’ ( )

v,p=0

ove ora

3

dr = | Y xuE" ® E?, (28.1.15)
v,p=0

la x essendo una metrica piatta ma non minkowskiana, e i coefficienti ', )
dei termini inerziali, essendo i simboli di Christoffel di seconda specie:

3
F);/p - % Z(Xil)/\ﬂ (al/Xup + OpXvp — 8;0(14))- (28.1.16)
pn=0

Secondo la relativita generale le forze gravitazionali, come pure le forze iner-
ziali, dovrebbero essere date dai coefficienti FAVP. Su questa ipotesi, non si
puo piu assumere che lo spaziotempo sia quello di Minkowski della relativita
speciale. La piu semplice generalizzazione e supporre che sia pseudorieman-
niana con Y = g metrica spaziotemporale, e T, , 1 simboli di Christoffel di
seconda specie che competono a g. L’interpretazione dei F);,p come termi-
ni di forza conduce immediatamente all’identificazione di g col potenziale

gravitazionale. Approdiamo pertanto alla relativita generale.
In tale ambito geometrico, basato sul principio di equivalenza, ¢ natu-
rale incorporare il principio di covarianza, 1’asserzione che tutti i sistemi di
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coordinate sono equivalenti, ovvero che la teoria della gravitazione dovrebbe
essere invariante sotto un gruppo di trasformazioni generali di coordinate, che
soddisfano opportune condizioni di differenziabilita. L’importanza di questo
principio e che dirige la nostra attenzione immediatamente verso entita geo-
metriche che si trasformano sotto rappresentazioni di questo gruppo, ossia i
tensori. Il tensore piu semplice a nostra disposizione e il tensore di curvatura
di Riemann, e ora andiamo a esporre le ragioni fisiche della sua importanza.

28.2 Significato fisico del tensore di Riemann

Mediante esperimenti piu accurati e costosi, il fisico e in grado di distinguere
il campo di accelerazione uniforme in un razzo dal campo gravitazionale
non uniforme della Terra. Il concetto fondamentale e che la presenza di un
campo gravitazionale genuino, quale distinto da un campo inerziale, viene
verificata osservando la variazione del campo, anziché osservare il campo
stesso. Questa variazione e descritta dal tensore di curvatura di Riemann, che
specifica ’accelerazione relativa di particelle libere che sono I'una nell’intorno
dell’altra.

Per capirlo, consideriamo congruenze di curve (ossia famiglie di curve tali
che, per ogni punto dello spaziotempo (M, g), passa una ed una sola curva),
e il concetto di derivata di Lie definito nel paragrafo 6.4. Ogni curva sia
etichettata con tre coordinate y®, 3 = 1,2, 3, e riferita ad un parametro s:

% = 2%(y%, ). (28.2.1)

Un vettore di collegamento ¢ un vettore che collega punti corrispondenti (con
egual s) su due curve prossime della congruenza (aventi valori distinti di y?),
come mostrato nella Fig. 28.1. Per le curve in Fig. 28.1, si abbia

C: a*=2%yl,s), C": 2% =2°(y° + 5y’ ). (28.2.2)

Il vettore di collegamento ha dunque componenti

=62t = 0" 51 (28.2.3)

Poiché i vettori di collegamento sono definiti cosi che essi collegano sempre
punti di egual s, possiamo altrettanto bene pensare al vettore di collegamento
come definito per ogni particolare valore di s, e poi esteso lungo le curve
mediante trasporto di Lie. Pertanto esso soddisfa

(LeC)* = 0. (28.2.4)



328 CAPITOLO 28. FONDAMENTI DELLA RELATIVITA GENERALE

& &
&(sy)
s s

1 1

Figura 28.1: Punti corrispondenti su due curve di una congruenza.

Consideriamo ora il caso speciale di una congruenza di geodetiche di tipo
tempo, ognuna parametrizzata col tempo proprio 7. Andiamo a costruire dei
vettori di collegamento che sono ortogonali alle geodetiche della congruenza.
L’operatore di proiezione h9 sul 3-spazio ortogonale a v ¢ dato da

h% = 0% — v, (ovvero h =1 — v ®@v), (28.2.5)

ed ha le proprieta

> i’ =0, (28.2.6)
3 3
Z abvy = 0 <= Z hSa® = af, (28.2.7)

> hgnt = ne, (28.2.8)
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3

D b =3, hap = e (28.2.9)
b=0

Inoltre, il campo tensoriale

3 3
1
E Vg = 3 ( g v“va> b =0, (28.2.10)

e poiché v ¢ tangente a geodetiche, abbiamo ’equazione geodetica

3

> va® =0. (28.2.11)

b=0
Segue allora dalle equazioni
(Led)s =0, (28.2.12)
(Le9)ab = Eap + Epias (28.2.13)
che
3 3
(Lov)y = Y _(Lug@loet® =2 0°V(e) = 0, (28.2.14)
c=0 c=0
da cui alfine
(Loh)% = 0. (28.2.15)

Definiamo ora il vettore di collegamento ortogonale, ovvero la proiezione
ortogonale del vettore di collegamento:

3
=Y hch (28.2.16)

Dall’annullarsi delle seguenti derivate di Lie:
(LeQ)* =0, (Lyh)%, =0, (28.2.17)

segue che
(Lyn)* = 0, (28.2.18)
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e pertanto

b=0
DX N e N~ DI
b,c=0 b=0
D2na - a c - a c
= D72 - Z v ;bcnbv - Z v ;bvb;cn
b,c=0 b,c=0
D277a > a c > a c
= Do Z v;bcnbv + Z U;bcvbn
b,c=0 b,c=0
3
a b c
=3 () (28.2.19)

b,c=0
dove, nella penultima riga, abbiamo sfruttato 'annullarsi della derivata di
Lie di n lungo v. Notiamo ora che

3

> (we?) 1 =0 (28.2.20)

b,c=0
poiché la congruenza di curve ¢ geodetica per ipotesi. Pertanto la (28.2.19)
diventa
D2na
D72

3 3

D2 a

+ Z v‘?bc(vbnc — ) = DZ + Z R4 oPnvt =0, (28.2.21)
b,c=0 b,c,d=0

Questa e 'equazione della deviazione geodetica.
In sintesi, abbiamo stabilito le corrispondenze:

campo gravitazionale «— simboli di Christoffel,
variazioni del campo gravitazionale «— tensore di Riemann.

E il tensore di Riemann quello che si trasforma in modo omogeneo sotto
trasformazioni di coordinate. Pertanto, la possibilita di vedere o meno gli
effetti del campo gravitazionale dipende dalla scelta del frame coordinato,
mentre la comparsa di variazioni del campo gravitazionale e indipendente dal
frame coordinato.

Questo e in accordo esatto col principio di equivalenza. Inoltre, le vari-
azioni nel campo gravitazionale possono essere messe in luce studiando 1’ac-
celerazione relativa di particelle di prova I'una nell’intorno dell’altra. Queste
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accelerazioni sono determinate dal tensore di Riemann attraverso I’equazione
della deviazione geodetica.

28.3 1l principio di covarianza generale

Tale principio fu concepito da Einstein, e puo essere enunciato in tre forme,
che non sono esattamente equivalenti:

A. Tutti i sistemi di coordinate sono egualmente buoni per stabilire le leggi
della fisica, e dovrebbero esser messi sullo stesso piano.

B. Le equazioni della fisica dovrebbero avere forma tensoriale.

C. Le equazioni della fisica dovrebbero avere la stessa forma in tutti i sistemi
di coordinate.

Quando si usa la forma A, si desidera sottolineare che, sebbene non vi
sia una connessione affine integrabile preferita nella teoria, non ¢ possibile
distinguere un insieme di sistemi di coordinate inerziali. Questa e, in qualche
modo, una affermazione negativa, e non andrebbe eccessivamente enfatizzata.
In casi particolari quando abbiamo una varieta spaziotempo che si riferisce
ad una situazione fisica definita, ci sono certe coordinate che possono essere
preferite ad altre. Ad esempio, quando consideriamo il campo di un corpo
sfericamente simmetrico, ci aspettiamo che il campo stesso anche possegga
la simmetria sferica, e certamente delle coordinate che sono adattate alla
simmetria sferica vanno preferite rispetto ad altri sistemi di coordinate. Ma
questo non andrebbe confuso con i contenuti dell’affermazione A, che in realta
dice che non wvi sono sistemi di coordinate inerziali in relativita generale
(Trautman 1965).

Quando si usa la forma B significa che se, in fisica, abbiamo una soluzione
di una equazione in un sistema di coordinate e poi trasformiamo questa
soluzione in un altro sistema qualsivoglia di coordinate, allora la soluzione
trasformata deve soddisfare [’equazione trasformata. Le equazioni tensoriali
hanno precisamente questa proprieta.

Veniamo ora alla forma C del principio di covarianza generale. Supponi-
amo che in un certo sistema di coordinate abbiamo una equazione

A =0, (28.3.1)

ove Ay sono le componenti di un campo (ad esempio di un campo di 1-
forma). Introduciamo poi un campo vettoriale U tale che U = ey, ove {e;} ¢
la base naturale associata alle coordinate. Allora, in qualsivoglia sistema di
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coordinate, I'equazione (28.3.1) puo essere scritta nella forma
3
d U4, =0. (28.3.2)
b=0

Questa procedura, tuttavia, coinvolge l'introduzione di un campo vettoriale
ausiliario U. Secondo alcuni autori, non bisognerebbe introdurre strutture in
aggiunta a quelle gia presenti negli assiomi della teoria (ossia spaziotempo,
connessione, ...) e in aggiunta a quelle necessarie a descrivere il sistema fisico.

Il problema non banale ¢ capire quali strutture aggiuntive siano stretta-
mente necessarie. Abbiamo gia visto nel capitolo 24 che, anche solo nello
spaziotempo di Minkowski, le equazioni di Maxwell nel vuoto vanno comple-
tate da una condizione supplementare. Vedremo nel capitolo 32 che tutte le
teorie di gauge classiche posseggono le associate identita di Ward classiche,
le (32.3.2), di cui comprenderemo il significato (e senza uscire dall’ambito
della teoria classica dei campi).

28.4 L’azione di Einstein-Hilbert

Quando Einstein pervenne alle sue equazioni di campo (28.1.3) per la gra-
vitazione, egli non sapeva ancora derivarle da un principio variazionale. Fu
merito di Hilbert il capire che il membro di sinistra delle (28.1.3) si puo
ottenere a partire dal funzionale d’azione

C4
—det d*z. 28.4.1

Adesso andiamo a dimostrare che, sotto variazioni rispetto alla metrica, tale
azione fornisce le equazioni (28.1.3). Assumeremo che la connessione sia di
Levi-Civita, e dimostreremo dapprima una proposizione.

Proposizione. Sia (M, g) una varieta pseudoriemanniana. Sotto la trasfor-
mazione

guu — g;w + 59W, (2842)

le componenti controvarianti di g, il determinante delle sue componenti co-
varianti e il tensore di Ricci variano come segue:

3
P == Y " bgp, (28.4.3)
p,A=0
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3
3(detgap) = (detgag) > 700

n,v=0
3
1
= 04/ |detgag| = 5\/\detga5| Z YOG, (28.4.4)
p,v=0
3 3
Ry =Y V0T, =V, oI . (28.4.5)
p=0 p=0

Dimostrazione. Per ottenere la (28.4.3), consideriamo l'identita a cui
obbediscono le componenti controvarianti della metrica, ovvero

3
> g =46, (28.4.6)
A=0

Da questa, calcolandone la variazione, si ottiene

3
0=0 (Z gpr”> =
A=0

A questo stadio, moltiplicando per v*# e poi sommando su p, si trova la
(28.4.3).
Per dimostrare la (28.4.4) notiamo dapprima l'identita

3
(69037 + gprd7™] - (28.4.7)
A=0

log detg,,, = trlog g,., (28.4.8)

che puo essere dimostrata diagonalizzando la matrice delle componenti co-
varianti g,,, della metrica. Nella (28.4.8) la derivata funzionale rispetto a g,
fornisce

3
dldetgas| = |detgas| Z YOG, (28.4.9)
p,v=0
da cui segue la (28.4.4).

Per dimostrare la (28.4.5) teniamo presente che, se V e V sono due con-
nessioni, con coefficienti I' e f, sappiamo dai capitoli sulla geometria rieman-
niana che 6I' = ' — ' & un tensore di tipo (1,2). Siano ora I'),, i coefficienti
associati alla metrica g+d¢, mentre indichiamo con Fiw i coefficienti associati
alla metrica g. Lavorando in coordinate normali, per le quali i coefficienti
r ’\W si annullano (ma non si annullano le loro derivate prime!), si trova

SRy = 23: [8,,6Ff’w - ayérppu] -

3
p=0 p:O

V017, = V,0T%, ] (284.10)



334 CAPITOLO 28. FONDAMENTI DELLA RELATIVITA GENERALE

Poiché ambo i membri di tale equazione sono tensori, ’eguaglianza vale in
qualsiasi sistema di coordinate.

Q.E.D.
Consideriamo ora l'azione di Einstein-Hilbert (28.4.1) in unita ¢ = 1. 1l
calcolo della variazione dell’integrando fornisce

0(Rv/=g) =6 [Z WRWH]

= > [0 Ru/=9 + 7" RN =g] + Ré(V/=9)

H,v=0

3
- - Z ,YMP,VV/\(SQPARMV \/__g

P, =0

3
+ ) " (V,01%, — V,eT%,) V=g

w,v,p=0
1 3
+§R\/—g M;O VG- (28.4.11)

Poiché Vg = 0, la riga della (28.4.11) che contiene le derivate covarianti delle
variazioni dei simboli di Christoffel di seconda specie ¢ una divergenza totale:

> {Vo|yors, v=g] = 9. [yors,. =g}

w,v,p=0
% i )
=T.D.. (28.4.12)

Pertanto, dai termini restanti nella (28.4.11) si trova

3
1 1
— _ Puv - v — d4
S5t = T O /M < RI 4+ R )m\/ gd's
+ / T.D.d*z. (28.4.13)
M

Dalla (28.4.13), richiedendo che Sgy sia al pitt un termine di superficie (cf.
il principio di Schwinger-Weiss del paragrafo 23.2), si trovano le equazioni di

Einstein nel vuoto ]
Ruw — §9WR =0. (28.4.14)
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La trattazione rigorosa del termine di superficie nel principio d’azione per
la relativita generale ¢ stata studiata da molti autori. Qui rimandiamo in
particolare al lavoro in York (1986).

Per un campo scalare reale con massa in spazi curvi, si ha 1’azione

S = —% /M [Z Y (V,u0)(V,0) +m2¢2] V—gd'z. (28.4.15)

p,v=0

Se si pone
3
1
68 = 5/ > T"6g,,v/—gd's, (28.4.16)
M w,v=0

si trova il tensore energia impulso avente componenti covarianti
2 9
= =S
V=g oy

= (V,0)(Ve8) ~ 50 3 1 (V) (Vr0)

p,A=0

T,

—%gwmQsz. (28.4.17)
Si noti che la prescrizione di accoppiamento minimale, secondo cui le derivate
parziali d, vanno sostituite con le derivate covarianti V, per ottenere le
equazioni di campo in spazi curvi, va adottata gia nell’azione. Se la si
applica solo nelle equazioni di Eulero-Lagrange in Minkowski, si ottengono
inconsistenze (vedasi il caso Maxwell in Trautman (1965)).
Merita anche attenzione la natura geometrica del termine cinetico nell’in-
tegrando (28.4.15), in quanto esso coincide col primo parametro differenziale
del campo ¢:

3
Mg = V(Vud) (Vi) = g '(do, do). (28.4.18)
w,v=0

La teoria dei parametri differenziali svolse un ruolo importante nei primi anni
di vita del calcolo differenziale assoluto (Esposito e Dell’Aglio 2019).

28.5 L’azione di Palatini

La gravitazione differisce dalle altre teorie di gauge, e l'origine di queste
differenze puo esser fatta risalire all’incollamento del fibrato dei frame lineari,
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L(M), alla varieta di base. Se la varieta M ha n dimensioni, la forma di
incollamento

0:T(L(M)) — R"

¢ definita come segue: se e = (e,) € L(M) e u € T,(L(M)), allora 6*(u) ¢ la
p-ma componente, rispetto ad e, del vettore T,m(u), ottenuto proiettando u
sulla base. Se s : N — L(M) ¢ una sezione locale di L(M) — M, ovvero
un campo di frame su N C M, allora

s OH = s,
ove s*(p) & il p-mo elemento del frame duale a s(p),p € N:

(su(p), s"(p)) = db.

Ad esempio, se (z*) € un sistema di coordinate locali in N e s ¢ il campo
dei frame coordinati associati a (z#), allora s* = dz*. Se w = (w") ¢ una
connessione su L(M), allora la derivata esterna covariante di 6 ¢ la 2-forma
T di torsione (cf. (16.7.7))

3
TH=do" + ) wh A6 (28.5.1)

v=0

Se M ha quattro dimensioni, si definisce

Buwpo + L(M) — R (28.5.2)

Boizs(e) = \/ [detgu(e)], Buvpo = Biuwpols (28.5.3)

e si definiscono anche (cf. Trautman 1980)

mediante

3 3
1
/B,uyp = Z QU/BMVPU7 ,B,uy = 5 Z or N BMV,[H (2854)
o=0 p=0
1 3 1 3
Bu=3 > 0 A B, B= T > 0" A B (28.5.5)
v=0 p=0

Al fine di apprezzare le differenze fra la gravitazione, intesa come una teoria
basata su una connessione lineare e un tensore metrico, e una teoria su un
fibrato principale senza incollamento, consideriamo alcune delle forme inva-
rianti che possono essere costruite in ciascuno dei casi che seguono (Trautman
1980).
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(i) Supponiamo di avere una teoria di gauge su un fibrato P — M con
gruppo di struttura G C GL(4,R) basato su una forma di connessione w =
(wh), senza metrica e senza incollamento. Dalla forma di curvatura (cf.

(16.7.8))

O = Dty = dwh, + > wh Awh, (28.5.6)
p=0

si costruiscono le forme chiuse

3 3
doan, 3 n Ay, (28.5.7)
n=0

p,v=0

(ii) Se si aggiunge una metrica g su M, si puo allora costruire il duale *Q*,
e la densita di lagrangiana conformemente invariante

3
Y QL AQY,

H,v=0

(iii) Se viene assegnata una forma di connessione w su L(M) allora, in
aggiunta alla curvatura 2 = dw+wAw, si costruisce la torsione T' = df+wAN8.

(iv) Se sono assegnate w su L(M) e g su M, in aggiunta alle forme e invarianti
dei casi precedenti, si possono costruire le 5 delle (28.5.4) e (28.5.5), come
pure le seguenti:

La lagrangiana di Einstein-Cartan:
138
LS Gunee
p,v=0

La forma di Eulero

3
D Bunpe U A

MV p,0=0

Il quadrato della torsione:
3
> GurTH AT
w,v=0

E chiaro dunque che la gravitazione, vista come teoria basata su g e w definite
su L(M) & piu ricca di altre teorie di gauge.
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Ein questo ambito che si giunge a considerare 1’azione di Palatini (Palati-
ni 1919). Si tratta di un funzionale d’azione S per una connessione metrica,
ma non necessariamente simmetrica. Coerentemente con la notazione del
capitolo 16, scriviamo che (K essendo una costante)

Slw,0] = K / 7 R Ax(0° A ), (28.5.8)
a,b

ove gli indici latini sono indici di Lorentz, e la 1-forma di tetrade e 2-forma
di curvatura sono quelle definite in (16.6.8) e (16.7.10), rispettivamente.

Bisogna ora variare l’azione (28.5.8) sia rispetto a w che rispetto a 6.
Pertanto si trova

608 = 0 = / > 66 A R [w] A 6% gae = 0. (28.5.9)

a,b,c,d
In tale equazione, la 3-forma
R®[w] A 6°

¢ la 3-forma di massa energia. Inoltre si ha

K 16,8 = / Z SR™[w] A 6° A 0% gpea, (28.5.10)
a,b,c,d
ove
SR® = §Dw™ = Déw™. (28.5.11)

Pertanto, usando l'identita
D((Sw“b)/\GCA@dsade = D(5wab/\90/\0deabcd) —2(5wab/\TC/\(9d€abcd, (28512)

ove la 2-forma di torsione 7° = D@ dalla (16.7.7), la variazione di S rispetto
a w risulta proporzionale alla somma dell’integrale

6 = Z / D(5w™ A 0° A 0% peq) (28.5.13)
a,b,c,d
e dell’integrale
p=-2) / Sw™ AT N 0% apea. (28.5.14)
a,b,c,d

Usando il teorema di Stokes, d; diventa l'integrale della somma di termini

> w™ A O A 0%

a,b,c,d
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sulla frontiera topologica, mentre d, si ottiene integrando

Z Sw®™ A TC A 0% gpea.

a,b,c,d

Pertanto la variazione dell’azione di Palatini rispetto a w & proporzionale a
Z TN 9d€abcd7
c,d

mentre 'integrale di frontiera o si annulla o suggerisce di ridefinire I’azione
totale aggiungendo un termine di segno opposto.

Se si usa l'azione di Palatini (28.5.8), si sta riguardando il gruppo di
Lorentz come il gruppo di gauge della teoria. Detti 7., i generatori del gruppo
di Lorentz, si ha

W= E Wy, R= Dw = E Ry,

a,b a,b

e, detta £ la 2-forma
= (6" N0, (28.5.15)
a,b
I'integrando nella (28.5.8) € proporzionale a

Tr(R A E).

Si potrebbe invero aggiungere all’azione di Palatini un integrando proporzionale
a (Vitale 2020)
Tr(RAE),

perché e invariante di gauge. Tuttavia si tratterebbe di una aggiunta fatta a
mano, dunque di interesse non primario.

Col gruppo di gauge dato dal gruppo di Lorentz, si hanno le proprieta di
trasformazione

R — ARAN™', RAXE — A(RAXE)A. (28.5.16)

Alla fine del capitolo 32 presenteremo la nostra visione sul ruolo della
gravitazione fra le moderne teorie di gauge. Intanto possiamo dire che le
tecniche di questo paragrafo si applicano, tra I'altro, a modelli di gravitazione
non commutativa, per i quali indichiamo al lettore ’analisi in Di Grezia et al.
(2014). Recenti sviluppi sull’azione di Palatini sono stati ottenuti da Chirco
et al. (2025).

Fra la sterminata letteratura sulla relativita generale, suggeriamo in parti-
colare gli articoli di Einstein tradotti in italiano in Pantaleo (1955), le lezioni
in Trautman (1965), Trautman (1970), Trautman (1980), e poi le monografie
di Hawking e Ellis (1973), Stewart (1990), Choquet-Bruhat (2009).
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Capitolo 29

Gruppi di Lie a dimensione
infinita

29.1 I gruppi di Lie a dimensione infinita

Questo capitolo presenta dapprima, seguendo Gléckner (2006), una breve
rassegna dei problemi fondamentali nella teoria dei gruppi di Lie a dimensione
infinita. Nella seconda parte si dimostra un importante risultato dovuto a
Freifeld (1968): un intorno dell’identita non ¢ ricoperto da sottogruppi ad un
parametro quando il gruppo di Lie ha dimensione infinita.

In Glockner (2006), 'autore presenta una utile rassegna di problemi aper-
ti, che qui riassumiamo (cf. la presentazione in Glockner e Neeb (2024)) per
introdurre gli studenti alle ricerche moderne.

Mentre classi specifiche di gruppi di Lie a dimensione infinita (gruppi di
operatori, gruppi di gauge, gruppi dei diffeomorfismi) sono state intensamente
studiate e sono ben comprese, molto di meno e noto circa i generici gruppi
di Lie a dimensione infinita, e si fa ancora riferimento soprattutto alle lezioni
di John Milnor a Les Houches nel 1983 (Milnor 1984). Un possibile elenco
minimale di aspetti importanti si puo presentare come segue.

(1) Una varieta liscia modellata su uno spazio vettoriale topologico E lo-
calmente convesso e uno spazio topologico di Hausdorff M, assieme ad una
famiglia di omeomorfismi da sottoinsiemi aperti di M in sottoinsiemi aperti
di F, tali che i domini ricoprono M e le mappe di transizione sono lisce. La
regolarita di mappe tra varieta e definita come nel caso a dimensione finita,
come anche i prodotti di varieta. Un gruppo di Lie ¢ un gruppo, munito
di una struttura di varieta liscia e modellato su uno spazio E localmente
convesso tale che le operazioni del gruppo sono mappe lisce. I gruppi di Lie
modellati su spazi di Banach (Geroch 2013) sono detti gruppi di Banach-Lie.

341
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Come a dimensione finita, lo spazio tangente
L(G)=T(G)~E (20.1.1)

nell’elemento identico di un gruppo di Lie G puo esser reso un’algebra di Lie
topologica mediante 'identificazione con 'algebra di Lie dei campi vettoriali
invarianti a sinistra su G (cf. paragrafo 9.3).

(2) Una volta assegnati un gruppo G di Lie, e un campo vettoriale X € L(G),
esiste al pit un omomorfismo liscio

vx : R — G tale che v (0) = X. (29.1.2)

Se vyx esiste sempre, G ¢ detto possedere una mappa esponenziale, che ¢
definita mediante

expg @ L(G) — G, expg(X) = vx(1). (29.1.3)

(i si puo chiedere se ogni gruppo di Lie abbia una mappa esponenziale liscia.
La questione ¢ ancora ampiamente aperta: non si conosce né se la map-
pa esponenziale esista sempre né se sia liscia. In assenza di proprieta di
completezza dello spazio su cui € modellato un gruppo di Lie, una mappa
esponenziale non esiste necessariamente.

(3) Per ogni varieta M liscia e compatta, il gruppo G = Diff (M) dei diffeo-
morfismi di classe C*° di M puo esser reso un gruppo di Lie, con la compo-
sizione intesa come la moltiplicazione gruppale, modellato sullo spazio x (M)
dei campi vettoriali lisci. Esso ha una mappa esponenziale liscia data da

expg @ X(M) — G, X — dx(1,), (29.1.4)

ove Px : Rx M — M ¢ il flusso del campo vettoriale X. Gia per M = S*,
expe non e un diffeomorfismo locale all’origine, come vedremo nei paragrafi
successivi (Freifeld 1968).

(4) Molti (ma non tutti) gruppi G di Lie a dimensione infinita sono localmente
esponenziali nel senso che exp, esiste ed e un diffeomorfismo locale di classe
C* in O. Un gruppo G di Lie localmente esponenziale ¢ un gruppo di Lie
del tipo Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) se la moltiplicazione gruppale &
analitica in coordinate esponenziali, ovvero se la funzione

(z,y) — x %y = expg' (expa(ﬂf)expc(y)> (29.1.5)

e analitica su qualche intorno aperto dell’origine in £(G) x L(G). Allora x*y
¢ dato dalla serie BCH.
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Ci si potrebbe chiedere: se G e localmente esponenziale, oppure se G &
analitico reale o analitico complesso, ne segue che G ha la proprieta BCH?
Ebbene, la risposta ad entrambe le domande ¢ negativa.

(5) Un gruppo di Lie G ¢ detto regolare se tutte le equazioni differenziali
ordinarie (ODE) di interesse per la teoria di Lie possono essere risolte in G,
e se le soluzioni dipendono in modo liscio dai parametri.

(6) Con un linguaggio pin accurato, un gruppo G di Lie & regolare se valgono
le seguenti proprieta:

(6-a) Ogni curva liscia 7 : [0,1] — L(G) si presenta come derivata logarit-
mica sinistra di una curva liscia (necessariamente unica)

n: [0,1] — G,
() ="' (t), Vvt € [0,1], (29.1.6)

il prodotto al membro di destra essendo calcolato in T'(G).
(6-b) L’applicazione
C=(0,1], £(G)) — G, v — (1) (29.1.7)

e liscia, ove lo spazio C*([0, 1], £(G)) & munito dell’'usuale topologia local-
mente convessa.

N.B. Ogni gruppo di Lie regolare ha una mappa esponenziale liscia.

(7) Nel caso a dimensione infinita, lo studio dei legami fra G e £(G) ¢ appena
incominciato. Si sa che un gruppo G di Lie connesso ¢ abeliano se e solo se
I'algebra di Lie £L(G) ¢ abeliana. Ma per G generico, con L(G) abeliana, non
si puo ancora dimostrare che G' € commutativo.

(8) Neeb ha dimostrato che un gruppo G di Lie connesso ¢ nilpotente se e
solo se l'algebra di Lie £(G) ¢ nilpotente.

29.2 Concetto di pseudogruppo

Con relazione al materiale studiato nel capitolo 3, gli esperti di geometria
direbbero che, per ogni pseudogruppo di omeomorfismi dello spazio euclideo,
si puo definire la corrispondente categoria di varieta. Ad esempio, lo pseudo-
gruppo completo degli omeomorfismi da luogo alla teoria delle varieta topo-
logiche, mentre il sottogruppo dei diffeomorfismi lisci da luogo alla teoria
delle varieta C'*°.
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Ma cosa € uno pseudogruppo? Invero, seguendo Kobayashi e Nomizu
(1963), possiamo dire che uno pseudogruppo di trasformazioni su uno spazio
topologico S ¢ un insieme I' di trasformazioni che soddisfano le seguenti
proprieta:

(1) Ogni f € ' ¢ un omeomorfismo di un insieme aperto (detto il dominio
D(f) di f) Oy di S su un altro insieme aperto (detto 'immagine Im(f) di f)
02 dl SZ

f : 01 cS— 02 cS. (2921)

(2) Dato f € T, la sua restrizione ad O appartiene a I per ogni aperto O
incluso in D(f).

(3) Se U & una unione di aperti U; di S, allora f, applicazione di U in un
sottoinsieme aperto di .S, appartiene a I' se la sua restrizione a U; appartiene
a I' per ogni 1.

(4) Per ogni aperto U incluso in S, la restrizione della mappa identica ad U
appartiene a I'.

(5) Se f appartiene a I, allora anche I'inversa di f appartiene a I'.
(6) Una volta assegnati in I" gli omeomorfismi
f:U—V U —=V VU #0, (29.2.2)

allora appartiene a I" anche I’applicazione composta
ffof: /A vnl) — fF(vntl). (29.2.3)

Un esempio di pseudogruppo e I'insieme I'"(R™) di trasformazioni di classe
C" di R™. Queste sono omeomorfismi f di un aperto di R in un aperto di
R™ tali che f e la sua inversa f~! sono di classe C".

29.3 1l teorema di Freifeld

Nel 1895, S. Lie considero il problema se una trasformazione abbastanza
prossima all’identita in un gruppo di Lie possa essere congiunta alla trasfor-
mazione identica mediante una famiglia ad un parametro di trasformazioni.
Nel 1968 Freifeld dimostro che questo non e possibile nel caso a dimensione in-
finita. Per pseudogruppo di Lie, Freifeld intende un insieme di trasformazioni
locali, invertibili, analitiche che sono soluzioni di un insieme di equazioni alle
derivate parziali. Lie suppose inoltre che questo insieme contenesse sempre la
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trasformazione identica, che fosse chiuso sotto composizione quando la com-
posizione era definita, e che I'inversa di ogni trasformazione appartenesse an-
cora all’insieme. Ad esempio, I'insieme delle trasformazioni locali, complesse
e analitiche, invertibili su C™ (ovvero le equazioni di Cauchy-Riemann), I'in-
sieme di tutte le trasformazioni invertibili, locali, analitiche di R"™, S", sono
pseudogruppi di Lie.

I gruppi infiniti di Lie e Cartan sono gruppi di Lie a dimensione infini-
ta. Lie considero solo trasformazioni analitiche, mentre Freifeld considero
sia il caso C* che il caso analitico. Lie dimostro che un intorno dell’iden-
tita e ricoperto da sottogruppi ad un parametro quando il gruppo di Lie ha
dimensione finita.

In C, siano U e V piccoli intorni aperti dell’origine, e sia ’applicazione
T : U — V definita da

27

T(z)=en o+ oz, (29.3.1)
overeC,a>0,n=12,...

Teorema 29.1 (Freifeld 1968). Esiste « tale che, per ogni numero naturale
n, la trasformazione (29.3.1) non fa parte di un sottogruppo ad un parametro
di trasformazioni locali e di classe C'*°.

N.B. Quando scriviamo prossimo all’identita intendiamo che la trasformazione
locale e le sue derivate sono uniformemente prossime all’identita in un piccolo
intorno dell’origine.

Nel caso analitico (Sternberg 1961), ove sappiamo che T non giace su
un gruppo ad un parametro di trasformazioni che fissano 1’origine, abbiamo
concluso. Resta da considerare il caso C'*°. Assegnata una trasformazione,
possiamo considerare il suo sviluppo formale in serie di Taylor nell’origine.
Se T appartiene al gruppo X; ad un parametro, il suo sviluppo in serie di
Taylor formale deve giacere sul gruppo ad un parametro di sviluppi in serie di
Taylor formali degli X;. Da qui in poi, la dimostrazione ¢ quella presentata
nel prossimo paragrafo.

Seconda parte della dimostrazione del teorema. Poiché le nostre con-
siderazioni sono state locali, noi possiamo, in un opportuno intorno dell’o-
rigine, rendere liscia la trasformazione T in modo C*°. Questo significa che,
fuori dell’intorno, T' e I’applicazione lineare

2

T(x)=en x.

Vorremmo essere in grado di rendere 7' prossima all’identita in tutti i punti,
quindi dobbiamo poter rendere le derivate di ax™ prossime a zero e farle
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restare prossime a zero. A tal fine, si prende una funzione di smoothing che e
costantemente eguale ad « attorno all’origine, e che ¢ costantemente eguale a
0 fuori di un piccolo intervallo attorno all’origine. A tal fine si puo esprimere
a(x) come prodotto di una costante per un esponenziale, nella forma

a(z) = aexp ( € _(dc)_(;)_ d)) , (29.3.2)

ove (¢,d) & un piccolo intervallo. Con valori piccoli di « e della misura di
(¢, d), gli esponenziali nelle derivate controlleranno le derivate di ”. Pertanto
possiamo rendere (cf. (29.3.1))

27i

T(x)=en x+alx)z" (29.3.3)

tanto prossimo all’identita quanto desideriamo. In conclusione, per il grup-
po dei diffeomorfismi C* globali della retta complessa non ci sono intorni
dell’identita che possono essere ricoperti da gruppi ad un parametro, ovvero
la congettura di Lie non wvale per il gruppo dei diffeomorfismi di una varieta
compatta.

N.B. I gruppi di Lie a dimensione infinita di Freifeld non sono modellati su
spazi di Banach, e la condizione extra di uniformita, che serve per ottenere
I’esistenza di una soluzione locale di una equazione differenziale ordinaria su
spazio di Banach, non e soddisfatta perché la sua topologia dipende da tutte
le derivate delle funzioni.

29.4 Dimostrazione del teorema di Freifeld

Se si potessero introdurre coordinate canoniche nel gruppo dei diffeomorfi-
smi, si potrebbe fare a meno di tutto I’apparato che richiede 'uso di carte,
atlanti et cetera nel parametrizzare il gruppo. Ogni diffeomorfismo potrebbe
essere caratterizzato da un campo vettoriale finito, cosi come i diffeomorfismi
infinitesimi prossimi all’identita possono essere caratterizzati da un campo
vettoriale infinitesimo. E un campo vettoriale ha, come ben sappiamo, un
significato indipendente da carte e atlanti.

Orbene i sottogruppi abeliani ad un parametro del gruppo dei diffeo-
morfismi non riempiono un intorno dell’identita. Se la varieta M in esame
ha almeno due dimensioni, esistono diffeomorfismi di classe C'™ arbitraria-
mente prossimi all’identita che non possono essere ottenuti mediante espo-
nenziazione. Qui seguiamo DeWitt e Esposito (2008) nell’ottenere la di-
mostrazione. Per i nostri scopi, basta confinare ’attenzione al piano euclideo
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R? oppure, in modo equivalente, al piano complesso C. Sia z € C, e invece
di scrivere x come somma;:

r = Re(z) + iIlm(z),

sostituiamo a x e al suo complesso coniugato due variabili indipendenti
(z,2*). Un diffeomorfismo di classe C*:

£:C—C, ¢: (z,27) — &(x,27) (29.4.1)

e allora una funzione a valori complessi biunivoca, di classe C* in x e in x*,
con inversa x(§,&*) che & di classe C* sia in & che in £*. Sia n un intero
positivo, @« € RT. Supponiamo che £ abbia la forma analitica (29.3.1):

Ez, ") =en x+az"t (29.4.2)

in un intorno finito dell’origine (ad esempio in un cerchio di raggio finito), e
supponiamo che, all’esterno di tale intorno, £ cambi in modo liscio a diventare
la funzione identica (cf. paragrafo 29.3)

E(x,x") = .

Scegliendo n grande e « piccolo, allora ¢ e le sue derivate possono esser resi
uniformemente prossimi a quelli dell’identita. Faremo ora vedere che ¢ non
giace su un sottogruppo ad un parametro di diffeomorfismi ¥(t) : C —
C di classe C™ tali che ¥(0) = I. A tal fine, procediamo per assurdo e
supponiamo invece che &(x, z*) della (29.4.2) giaccia su un tale sottogruppo.
Senza perdere di generalita, supponiamo che si abbia

(0,z,2") =z, Y(1,z,2") = &(x,x"), (29.4.3)
e che inoltre

@/J(S,’g/)(t,:L‘,l‘*),@/J*(t,l‘,:L‘*)) = ¢(ta¢(S7$7x*)a¢*(sax7x*))
= Y(s+t,z,27). (29.4.4)

Osserviamo che il diffeomorfismo (29.4.2) lascia inalterata 'origine. Pertanto
¥(0,0,0) =0, ¥(1,0,0) = 0. (29.4.5)

Definiamo
z(t) = ¥(t,0,0). (29.4.6)
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La funzione z descrive una curva chiusa passante per l'origine nel piano
complesso. Usando le (29.4.4) e (29.4.5), troviamo

§(2(1), 2%(1)) = (1, 2(2), 2" (¢))

) = ¥(t,0,0),4(t,0,0))
= ¥(t,9(1,0,0),97(1,0,0)) =

= (1,
(t,0,0) (t), (29.4.7)
il che implica che il diffeomorfismo (29.4.2) lascia fisso ogni punto su questa
curva chiusa. Ma I'unica curva chiusa passante attraverso 1’origine che la
(29.4.2) lascia fissa ¢ la curva degenere che consiste del singolo punto z = 0.
Quindi, ciascuno dei diffeomorfismi v (¢) deve lasciare invariata 1’origine:

¥(t,0,0) =0, Vi. (29.4.8)

Poiché ¢ e i ¢(t) sono di classe C*°, possiamo considerare le loro serie di
Taylor formali nell’origine. La serie di Taylor formale per &, che ¢ soltanto la
(29.4.2), deve giacere sul gruppo ad un parametro di serie di Taylor formali
per i 9¥(t), che puo essere scritto nella forma

Y(t, z, x* Z A p(t)x™2™P. (29.4.9)

Inoltre, queste serie di Taylor formali devono soddisfare le (29.4.4). Alla luce
delle (29.4.3) e (29.4.8), & evidente che

(Iop(t) = 0 Vt,
a10(0) =1, gli altri a,,,(0) =0,

2mi

aro(l) =en, ap+10(l) = a, glialtri a,,,(1) =0. (29.4.10)

Inoltre, inserendo la (29.4.9) nella (29.4.4) con s = ¢ = 1, si trova

(%) law( )“am( ) }
v (oo (v (D] oo oy

: (29.4.12)

da cui
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1 1
0= ap,1 (5) ReaLo (5) . (29413)

Supponiamo che ag ; (;) non si annulli. Allora a; ( ) deve essere puramente
immaginario, e il membro di destra della (29.4.12) deve essere un numero
reale, il che contraddice il membro di sinistra. Pertanto

1 1 s} .

ove K ¢ un intero. Ripetendo questo ragionamento per s =1t = }1, s=t= %,
., 8i ottiene, per continuita,

1
%ﬂﬂzow,%dwzﬁﬂﬂ:ZM(—+K>. (29.4.15)

n

Ora possiamo scrivere che
Ptz ) =Pzt Y amy(t)a" . (29.4.16)
m+p>2
L’inserimento di questa serie formale nella (29.4.4) fornisce

Ump(5 +1) = P ap, ,(t) + ™ PPla, (s),m+p=2. (29.4.17)

Questa equazione funzionale puo essere risolta derivandola rispetto a s e poi
ponendo s = 0, da cui, indicando col puntino in alto una derivata, si ottiene

(——B)mw() G p(0)™ P 4 p = 2, (29.4.18)

L’integrale generale di tale equazione differenziale ordinaria e dato dalla som-
ma dell’integrale generale dell’equazione omogenea associata e di un integrale
particolare dell’equazione completa. Pertanto si trova

am,p(0)
(m—-p—1)3

che soddisfa anche I'equazione di partenza (29.4.17). Ora, se n & grande,
A p(1) deve annullarsi in virtt dell’ultima delle (29.4.10). Ma il membro
di destra della (29.4.19) non si annulla in ¢ = 1 a meno che a,,,(0) = 0.
Pertanto

Amp(t) = [e(m_p)ﬂt —e'l,m+p=2, (29.4.19)

amp(t) =0Vt sem+p =2, (29.4.20)

e quindi
W(t,x, " Pt + Z A p(t)x™ ™. (29.4.21)

m+p>3
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Inserendo questa serie nella (29.4.4) si ottiene
Ump(s +1) = Pap,,(t) + ™ PPla, (s), m+p=23, (29.4.22)

che ¢ identica alla (29.4.17) salvo per il fatto che ora m+p = 3. La soluzione
e identica in forma a quella di prima:

i, p(0)

__mp T | (m=p)Bt _ Bt] _
e e”l, m+p=3. 29.4.23
(m—p— 1 (29.4.28)

A p(t) =

E ora possibile che il fattore (m —p — 1) nel denominatore si annulli, nel qual
caso questa soluzione viene sostituita dal suo limite quando (m — p) — 1,
OVVero

Ump(t) = G p(0)t, m —p = 1. (29.4.24)

Una volta ancora, confrontando le (29.4.23) e (29.4.24) con la condizione al
contorno
am,P(D =0, m+p=3,

si deve concludere che
amp(t) = 0 Vt quando m + p = 3. (29.4.25)
Proseguendo in tal modo si trova
amp(t) =0VteVm,p: 2 < (m+p) <n. (29.4.26)

Si giunge alfine al caso m + p = n + 1, ove si ottiene

1, "
ani10(t) = %anH,O(O)eﬁt(e Ft 1), (29.4.27)
Questa espressione si annulla in ¢ = 1, precisamente dove non vorrem-

mo che si annullasse poiché, stando alla (29.4.10), dovremmo invece avere
ant1,0(1) = a. Siamo dunque giunti a una contraddizione, il che completa la
dimostrazione.
Q.E.D.

Poiché solo un piccolo intorno dell’origine € davvero coinvolto nell’analisi
di cui sopra, ne segue che la restrizione a R? ¢ inessenziale. Dunque, per ogni
varieta differenziabile di dimensione > 2, esistono diffeomorfismi di classe
C®° arbitrariamente prossimi all’identita che non giacciono su sottogruppi
ad un parametro di diffeomorfismi di classe C'**°.

Per studi collegati alla tematica del teorema di Freifeld, indichiamo al
lettore i risultati in Kopell (1970), Palis (1974), Grabowski (1984), Grabowski
(1988), con ringraziamenti a Alessandro Pinto.



Capitolo 30

Classificazione delle mappe di
Mobius

30.1 Trasformazioni lineari frazionarie

In questo capitolo otteniamo dapprima la classificazione delle trasformazioni
lineari frazionarie in ellittiche, paraboliche, iperboliche e lossodromiche, che
avevamo sfruttato nel paragrafo 11.1 per dimostrare I’'omomorfismo 2 — 1 tra
PSL(2,C) e SO*(3,1). Poi dimostriamo che tutto il gruppo di Poincaré pud
essere espresso mediante tali trasformazioni.

Una trasformazione lineare frazionaria ¢ un omeomorfismo h del piano
complesso esteso C U {oo} tale che

_(@z+B)  (taz+tP)
h(z) = et = Gt Vvt 0. (30.1.1)

Poiché tale rapporto e indipendente da ¢, si puo sfruttare questa proprieta per
assicurarsi che, alfine, la matrice dei coefficienti abbia determinante eguale
ad 1, ovvero, definendo o = ta, ...,0 = t9:

(a0 — f7) =1 = (3 ?) e SL(2,C),

con associata forma di h:

(az + 5)

h(z) = ————. 30.1.2
0= s (30.1.2)

I punti fissi di A risolvono, per definizione, I’equazione
h(z) =2= v+ (0 —a)z— B =0, (30.1.3)
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che ha le radici

(a—9) + \/(oz+5)2 —4(ad — By)
2y
(a—08)+/(a+0)2—4
- = , (30.1.4)

ove abbiamo sfruttato la condizione SL(2,C): (ad — fy) = 1. Pertanto, se
(a+60)?*=4=|a+0| =2, (30.1.5)

esiste solo un punto fisso z = (0‘2;5), e 'applicazione h e detta parabolica.

Ora un teorema garantisce che ogni trasformazione parabolica hp puo essere

alfine riespressa come una trasformazione il cui unico punto fisso e all’infinito,
ovvero (Maskit 1988)

hp(z) = 2 + B. (30.1.6)

La (30.1.6) € una traslazione in C U {oco}, e non ¢ periodica. La matrice
rappresentativa in PSL(2,C) ¢

Mp = (iol f1> . (30.1.7)

Se il discriminante (« + §)? — 4 nella (30.1.4) ¢ non nullo, si trovano invece
due punti fissi, e il risultante omeomorfismo A puo essere espresso come una
trasformazione con punti fissi in 0 e all’infinito, ossia

h(z) = %z = kz, ad = 1. (30.1.8)

Pertanto si trova

SO ge)

1 1
—a+—=Vk+—. 30.1.9
2 Vi (3019

Ora si possono distinguere tre casi:

(i) Se k = |k| > 0, h ¢ detta iperbolica, e per essa

h(z) = hu(z) = |klz,
tr’(h) —4=(a+0)*—4>0=|a+46]>2, (30.1.10)
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e la corrispondente matrice e

My = <|g| 2) € GL(2,C) =

Ay = <m

0 i) € SL(2,C). (30.1.11)

||

La (30.1.10) per hg(z) ¢ una omotetia del piano, e sotto la sua azione tutte
le rette passanti per l'origine restano fissate.

(ii) Se k € C e |k| = 1, si puo scrivere
k=% = j=Vk+—= =% + % =2cos§. (30.1.12)

vk

La trasformazione h e allora detta ellittica, e per essa

tr’(h) = (a+0) <4 = |a+6| < 2, (30.1.13)
h(z) = hp(z) = €%z, (30.1.14)
con matrice risultante
ip il
Mg = (60 (1)) € GL(2,C) = Ap = (602 e_Oig) € SL(2,C). (30.1.15)

La (30.1.14) puo essere periodica purché esista un numero naturale [ tale
che ¢ = 27l. Una rotazione ellittica normale (30.1.14) ¢ una rotazione del
piano complesso attorno all’origine, con ampiezza ¢, e per essa tutti i cerchi
centrati nell’origine restano fissi.

(iii) Se k = pe' € C, si trova dalla (30.1.9) che
j—\/E+L— (\/ﬁ—l—i) cosz—l—i(\/_—i) sin> € C (30.1.16)
7 7i) 2 V5o €6 0L
mentre se k < 0 si trova, ancora dalla (30.1.9),
1— |k
Pl L ) (30.1.17)
avall

La trasformazione risultante ¢ detta lossodromica (in geometria, la lossodro-
ma € la spirale logaritmica che inviluppa i poli e unisce due punti qualsiasi
sulla superficie di una sfera), e ha la forma

h(z) = hp(2) = pe“z, (30.1.18)
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con associata matrice

My, = (pg 2) € GL(2,C) =
Ap = <\/76€ : _) € SL(2,C). (30.1.19)
N

Una trasformazione lossodromica si ottiene componendo una trasformazione
ellittica e una trasformazione iperbolica, con gli stessi punti fissi. Un autore
eminente, Bernard Maskit (1988), afferma che una trasformazione non ellit-
tica con esattamente due punti fissi e lossodromica, e che queste includono
le trasformazioni iperboliche. Nella Fig. 30.1 localizziamo le varie famiglie
di trasformazioni lineari frazionarie nel piano dei j? complessi.

Im(?)
A

lossodromiche

| -
ellittiche 4 iperboliche Re(j?)

ayoljogesed

Figura 30.1: Collocazione delle trasformazioni ellittiche, paraboliche, iper-
boliche e lossodromiche.



30.2. RELAZIONE COL GRUPPO DI POINCARE 355

30.2 Relazione col gruppo di Poincaré

Consideriamo due variabili complesse z e w, collegate alle coordinate dello
spaziotempo di Minkowski come segue (in questo paragrafo ci basiamo su
una idea originale di F. Alessio in Esposito e Alessio (2018)):

z =12 +irt, w=2*+ir’ (30.2.1)

Agiamo ora su di esse mediante due trasformazioni paraboliche h e h’ aventi
parametri 5 e § rispettivamente, ovvero

2 =hp(z) =248, W =hp(w) =w+ 0. (30.2.2)

Pertanto, se poniamo

B =a’+ia", § =a®+ia®, (30.2.3)
troviamo che
d =2 4ir =2+ 8 =" +iz' +a® +ial, (30.2.4)
w' =2 +ir” = w40 =2 +ia’ + d® + id®, (30.2.5)
dalle quali segue che
' =at +at, Y =0,1,2,3. (30.2.6)

Pertanto, esiste un isomorfismo tra due copie del sottogruppo delle trasfor-
mazioni paraboliche e le traslazioni in quattro dimensioni. Questo risultato
si fonda sul familiare isomorfismo tra il piano complesso C e il piano euclideo
R2.

Volgiamo ora la nostra attenzione alle rotazioni e ai boost. Dal capitolo
11 sappiamo che una rotazione di angolo ¢ e un boost di rapidita x attorno
ad un asse 77 possono essere effettuate mediante matrici di SL(2,C). Per le
rotazioni possiamo scrivere

Un(¢) = 2?7 — [, Cosg + 40 - 1 sin %, (30.2.7)
e per i boost abbiamo
_ lzay X | = .. X
Hi(x) = e27™ = I, cosh 5 1Ta 7 sinh 5 (30.2.8)
Dal calcolo delle tracce di tali matrici troviamo

Jju =tr(Uz(e)) = 2008% = j?] <4, (30.2.9)



356 CAPITOLO 30. CLASSIFICAZIONE DELLE MAPPE DI MOBIUS

i = tr(Hs(x)) = 2cosh§ — % >4 (30.2.10)
Si hanno pertanto le corrispondenze
Rotazioni <= Trasformazioni ellittiche.

Boost <= Trasformazioni iperboliche.

Il caso limite in cui, nelle (30.2.9) e (30.2.10), si ha eguaglianza, cor-
risponde alle trasformazioni paraboliche (¢ = 2k, k € Z, x = 0).

Traendo le conclusioni, tutto il gruppo di Poincaré puo essere espresso
mediante trasformazioni lineari frazionarie. Ecco perché Poincaré, che aveva
creato la teoria delle funzioni fuchsiane, era anche lo scienziato piu adatto
a studiare il gruppo che porta il suo nome. Le funzioni fuchsiane sono una
famiglia di funzioni automorfe, quelle uniformi e meromorfe per le quali

(o220

f=) =1 ((WM)

30.3 Natura delle trasformazioni di Mobius

Con riferimento alla (30.1.2), cambiamo notazione, sostituendo le prime quat-
tro lettere dell’alfabeto greco con le prime quattro dell’alfabeto italiano:
a, b, c,d. Notiamo poi che, nel caso speciale in cui ¢ = 0, h(z) diventa

(z + 2) . (30.3.1)

Se invece ¢ # 0, dalla condizione di appartenenza a SL(2,C) per la matrice
dei coefficienti, si trova che

d—1
po led=l) (30.3.2)
c
e dunque
a d) — L 1
h(z) = & _e_ 4
(cz +d) ¢ c(ez+d)

_a_ 1 1 e 1 /MY 1
=--3 (z—i—%)_c |c|2(c) (Z_'_g). (30.3.3)

Questa formula ci dice a wvista che, nel caso con coefficienti tutti non nulli,
ogni trasformazione di Mobius si ottiene componendo le seguenti operazioni:

(i) Traslazione z — z + 4.
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(i) Inversione z 4+ ¢ — @

)

C

(iii) Rotazione z — — (

o

(iv) Omotetia z — #z

(v) Traslazione z — z + 2.

Notiamo anche che le trasformazioni di Mobius discendono da trasfor-
mazioni lineari in coordinate omogenee (cf. capitolo 2). Infatti, consideriamo
la trasformazione lineare da coordinate complesse (2, z1) a nuove coordinate

complesse /
2\ _ [a b\ [z
@)-C9E) (5034)

Questa comporta che il rapporto j—‘; si trasforma in

zy _ (az+bz) (‘12_? +b>

_ - . 30.3.5
4 (czo+dz) (Cz_o N d) (30.3.5)

Ma allora abbiamo ottenuto proprio una trasformazione di M6bius, in quanto
la (30.3.5) ci mostra che, una volta definito z = 2, siha

= (@), _ (az+b) (30.3.6)

2 (cz+d)



358 CAPITOLO 30. CLASSIFICAZIONE DELLE MAPPE DI MOBIUS



Capitolo 31

Teorema di Hodge sullo spazio
QOP(M)

31.1 Operatori su (V)

In questo capitolo, seguendo la presentazione in Lusso (2011), dimostriamo
il teorema di decomposizione di Hodge sullo spazio delle p-forme su una
varieta di Riemann. Nel corso della dimostrazione, studieremo il teorema di
Hahn-Banach dimostrato invero in tanti testi, e per il quale abbiamo scelto
di basarci sul lavoro di Albanese e Lamboglia (2012).

Sia V' uno spazio vettoriale orientato di dimensione n, munito di prodotto
scalare. La mappa » di Hodge ¢ una applicazione dallo spazio delle p-forme
nello spazio delle (n — p)-forme (cf. paragrafo 17.5):

w QP(V) — QUP(V). (31.1.1)

Per ogni base ortonormale e, ...,e, di V', e per ogni riordinamento di una
data base ortonormale, si abbia

*(1) = teg A ... Aep, (31.1.2)
x(eg Ao ANey) = £1, (31.1.3)
*(er Ao Nep) = Fep1 A Aey. (31.1.4)

Se debba valere +1 o —1 in tali formule dipende dall’orientazione definita su
V. La duplice applicazione di x fornisce

ok = (—1)PP), (31.1.5)
Sullo spazio QP(V') possiamo anche definire 'operatore § di coderivata

§: QX(V) — QP Y(V), (31.1.6)

359



360 CAPITOLO 31. TEOREMA DI HODGE SULLO SPAZIO QF (M)

che dunque associa ad una p-forma una (p — 1)-forma. Esso & ottenibile da
* e dalla derivata esterna d tramite la relazione

6= (—1)"eHDH L gy (31.1.7)

In particolare, 6 f = 0 se f ¢ una O-forma.

31.2 Laplaciano su varieta di Riemann

Il laplaciano fece la sua comparsa in matematica quando venne sviluppata
la teoria matematica delle superfici con gli associati parametri differenziali
(Esposito e Dell’Aglio 2019), e quando vennero studiate le equazioni ellittiche
per i problemi di elettrostatica. Qui invece siamo interessati alla teoria delle
forme differenziali su una varieta di Riemann (M, g) compatta, orientata
e di dimensione n. Allora il laplaciano, anche detto operatore di Laplace-
Beltrami, & per noi il seguente operatore lineare su QP (M):

A = (d+6)* =dé + dd. (31.2.1)

Tale operatore & simmetrico sullo spazio QP(M), e per dimostrarlo dobbiamo
introdurre altri concetti. Per prima cosa, date le p-forme « e § su QP(M), si
definisce il loro prodotto scalare

<a,6>E/MozA*ﬁ, (31.2.2)

da cui segue, in particolare, la norma di una p-forma:

el = Ve, o). (31.2.3)

Si puo poi definire un prodotto scalare sulla somma diretta @;_ QP (M),
imponendo la ortogonalita di tali spazi.

Teorema 31.1. La coderivata ¢ e 'aggiunto della derivata esterna d sulla
somma diretta degli spazi (M), ovvero

{da, B) = (a,0p). (31.2.4)

Dimostrazione. Essendo gli spazi (2’(M) lineari e ortogonali, basta con-
siderare il caso in cui @ € QP Y M), f € Q(M). Consideriamo allora
I'identita

dla A*B) = (da) A*B+ (—1)PTa Ad* B

=da A —aA*ifS. (31.2.5)
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Pertanto, se ora integriamo su M ambo i membri della (31.2.5), troviamo

/M d(a A B) = (da, B) — (0, 08). (31.2.6)

D’altronde, il membro di sinistra della (31.2.6) si annulla, poiché, come corol-
lario del teorema di Stokes, discende che, se w ¢ una (n—1)-forma a supporto
compatto sulla varieta orientata M a n dimensioni, allora l'integrale di dw
su M si annulla. Dunque dalla (31.2.6) discende la (31.2.4).

Q.E.D.

Teorema 31.2. Il laplaciano ¢ un operatore simmetrico su Q7 (M).

Dimostrazione. Osserviamo che, usando la (31.2.4), valgono le identita

(Ao, B) = (doa, B) + (ddar, B) = (dar, 08) + (dev, df3), (31.2.7)
(o, AB) = (o, d6B) + (o, 0dB) = (b, 0) + (dov, dP). (31.2.8)
Dalle (31.2.7) e (31.2.8) segue l'asserto:
(Aa, ) = (o, AP). (31.2.9)
Q.E.D.

Teorema 31.3. La forma « ¢ armonica se e solo se ¢ chiusa e cochiusa.

Dimostrazione. Se do = 0 e o = 0, allora dalla (31.2.1) segue che Aa =
04+ 0 = 0. Viceversa, poiché

(Ao, o) = (dbar, ) + (dda, ) = (S, dar) + (dav, da), (31.2.10)

ne segue che 'annullarsi di A« obbliga da e da ad annullarsi entrambe.
Q.E.D.
Pertanto, in particolare, le funzioni armoniche su una varieta riemanniana
compatta, connessa, orientata sono le funzioni costanti.

31.3 Soluzioni deboli associate al laplaciano

Sia w una soluzione ordinaria dell’equazione
Aw = a. (31.3.1)

Allora, per ogni ¢ € QP(M), possiamo prendere il prodotto scalare di ambo
i membri della (31.3.1) con ¢ e indi, detto AT I'aggiunto del laplaciano,
osservare che

(w, ATg) = (Aw, ¢) = (@, ¢) (31.3.2)
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per ogni ¢ € QP(M). Possiamo dunque riguardare una qualunque soluzione
della (31.3.1) come un funzionale lineare definito su (M), poiché w definisce

un funzionale limitato e lineare [ su QP(M) attraverso la relazione (Warner
1983)

[(B) = (w, B), VB € QP(M), (31.3.3)
la quale implica a sua volta che, V¢ € QP (M),
H(AT) = (w, ATg) = (Aw, ¢) = (a, §). (31.3.4)
La [ ¢ la soluzione debole della (31.3.1), ossia un funzionale lineare limitato
[: QM) — R, (31.3.5)
tale che
I(AT9) = (a, ), Vo € QP(M). (31.3.6)

Ovvero, per ogni w € QP(M) che & soluzione ordinaria della (31.3.1), si ha
una soluzione debole [ secondo la (31.3.6). Vale inoltre il viceversa, ovvero
il Teorema di regolarita (Warner 1983) secondo il quale, data a € QP(M),
e detta [ una soluzione debole della (31.3.1), esiste allora una p-forma w €
QP(M) tale che

1(B) = (w,B), VB € QP (M), (31.3.7)

e dunque w ¢ una soluzione ordinaria della (31.3.1).

31.4 Due lemmi sulle forme lisce

A breve faremo anche uso (senza dimostrarlo) di un importante Lemma sec-
ondo il quale, se {ay}, .y ¢ una successione di p-forme di classe C*° su M
tali che, per una certa costante ¢ > 0, valgono le maggiorazioni

lanll < ¢ [[Dan| <c, (31.4.1)

allora tale successione ammette una sottosuccessione di Cauchy in QP(M).
D’ora in poi denoteremo con H?(M) lo spazio delle p-forme armoniche su
M:
HP(M) ={w e Q’(M): Aw =0} = Ker(A). (31.4.2)

Conveniamo inoltre di indicare con (H?)* il sottospazio di QP(M) di tutti gli
elementi ortogonali a HP(M), ovvero

(HP): = [y € (M) : (3, 6) =0, Vo € HP(M)}. (31.4.3)
Un importante Lemma garantisce che, V3 € (HP)*, vale la maggiorazione

18] < ellAB]. (31.4.4)
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31.5 1l teorema di decomposizione di Hodge

Teorema 31.4. Per ogni p = 0,1,...,n, lo spazio H?(M) ha dimensione
finita, e lo spazio QP(M) ammette la seguente decomposizione in somma
diretta:

QF (M) = A(QP) @ HP(M) = dé(Q) & 6d(QF) @ HP(M)
=d(QP N @ (P @ HP(M). (31.5.1)

Da questo segue che la (31.3.1) ammette soluzione w € QP(M) se e solo se la
p-forma « € ortogonale allo spazio delle p-forme armoniche.

Dimostrazione. Cominciamo con la prima asserzione, e supponiamo per
assurdo che lo spazio delle p-forme armoniche abbia dimensione infinita.
Si potrebbe allora trovare una successione ortonormale infinita di elemen-
ti di HP, ma in virtu del primo Lemma del paragrafo 31.4 tale successione
deve ammettere una sottosuccessione di Cauchy, il che entra in conflitto con
l'ortogonalita. Pertanto dim(H?) < oo.

Per quel che concerne la somma diretta (31.5.1), ci basta dimostrare che

OP(M) = AQP & H, (31.5.2)

dopo di che si usa la definizione (31.2.1) del laplaciano. Orbene, detta
{w1, ...,w;} una base ortonormale di HP, ogni a@ € QP(M) si puo scrivere

nella forma
l

a=pB+) (oww, BEH) (31.5.3)

=1

Dunque, a questo stadio sappiamo che
QF (M) = (HP)*: @ HP(M), (31.5.4)

e per dimostrare il teorema di Hodge dobbiamo dimostrare che il comple-
mento ortogonale di HP(M) coincide con l'immagine di QP(M) tramite il
laplaciano, ovvero

(HP): = AQP. (31.5.5)

A tal fine, andiamo a dimostrare che tali insiemi sono inclusi propriamente
I'uno nell’altro, da cui segue la (31.5.5).

Teorema 31.5. Vale 'inclusione

A(QP) C (HP)*. (31.5.6)
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Dimostrazione. Date le p-forme w € QP(M), o € HP(M), si ha
(Aw, a) = (w, Aa) = (w,0) = 0. (31.5.7)

Dunque la (31.5.6) & verificata.
Q.E.D.

Teorema 31.6. Lo spazio (HP)* ¢ incluso nell'immagine di QP(M) tramite

il laplaciano:
(HP)*: C A(QP). (31.5.8)

Dimostrazione. Fissiamo una forma x € (HP)*, e sia [ un operatore lineare
su A(QP), tale che
H(Ad) = (x.¢), Vo € Q°(M). (31.5.9)

Poiché il laplaciano € un operatore lineare, se ¢1 e ¢ sono p-forme tali che

Ay = D¢y, (31.5.10)
ne segue
0=A¢1 — Apy = A1 — ¢2), (31.5.11)
e dunque ¢ — ¢ € HP(M), da cui a sua volta
(X, ¢1 — ¢2) = 0. (31.5.12)

Notiamo ora che [ ¢ un funzionale lineare limitato su A(2?). Infatti, data
¢ € QP(M), e detta H la proiezione di QP(M) su HP(M), si puo definire

V=9 —H(9), (31.5.13)

e tale che
[¥[] < Al (31.5.14)

Pertanto si trova che

l(Ad)] = [l(A¢p — AH(9))] = [I(AY)] = [{x, V)|
< [Ixll 9l < ellxll 1avl = ellxll 1Al - (31.5.15)

Adesso torna utile invocare un teorema che poi dimostreremo nel paragrafo
successivo.

Teorema 31.7 (Hahn-Banach). Se M ¢ il sottospazio di uno spazio vet-
toriale normato X, e se f & un funzionale lineare limitato su M, tale f puo
essere esteso ad un funzionale lineare limitato F' su X, tale che || f]| = || F||.
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Nella nostra analisi, il teorema di Hahn-Banach implica che [ si estende
ad un funzionale lineare limitato su QP(M), e dunque [ ¢ soluzione debole
dell’equazione (31.3.1). Ma allora il teorema di regolarita enunciato dopo la
(31.3.6) implica che esiste w € QP(M) tale che valga la (31.3.1), e dunque
vale 'inclusione (31.5.8). Dalle inclusioni (31.5.6) e (31.5.8) segue la (31.5.5),
e 'asserto e dimostrato.

Q.E.D.

31.6 Dimostrazione del teorema di Hahn-Ba-
nach

Dato lo spazio vettoriale (normato) V', 'applicazione
v: V—R
e un funzionale lineare se

bz +y) = (@) + ¥(y), Y(axr) = a(x), (31.6.1)

Va,y € V,Va € R. La1 deve dunque essere una applicazione additiva e omo-
genea. Si possono riassumere le (31.6.1) in un’unica equazione richiedendo
che, Vx,y € V e Va, f € R, si abbia

Y(ax + By) = arp(z) + BY(y).

Se M ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale normato X, consideriamo
le applicazioni
f: M—R F: X —R,

e definiamo le norme

HfHEsup{%: xeM—{o}}, (31.6.2)
|F|| = sup {% creX — {O}} (31.6.3)

Possiamo ora dimostrare il Teorema 31.7 di Hahn-Banach. A tal fine, co-
minciamo con l'osservare che, se f avesse norma nulla, I'estensione cercata
sarebbe banale, ovvero F' = 0. Se invece la norma (31.6.2) fosse non nul-
la, possiamo supporre che ||f|| = 1. Preso ora un punto xy di X che non
appartiene a M, consideriamo lo spazio vettoriale

My={z+Xxg: z€ M, € R}. (31.6.4)
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Sia inoltre
filz + Axg) = f(x) + A, a € R, (31.6.5)

Tale f; e un funzionale lineare sullo spazio vettoriale M; che estende f, e per
esso definiamo la norma

| f1ll = sup { L)l -, € Ml} : (31.6.6)

]

Da un lato, possiamo affermare che tale norma di f; € > 1, poiché il sup f
in M eguaglia 1.
D’altro canto, possiamo dimostrare che la norma di f; € < 1, ovvero che

|f(z) + M| < ||z + Axol|, Ve € M, VA € R. (31.6.7)

Sostituendo x con —Az e dividendo ambo i membri della (31.6.7) per |A[, si
ottiene
|f(z) — o] < ||z — x|, Vz € R, (31.6.8)

Definiamo ora
Ay = f(z) — ||z — o], B = f(z) + ||z — 0] - (31.6.9)

Per costruzione, A, < a < B,. Affinché un « siffatto esista, gli intervalli
[A,, B;] devono avere almeno un punto in comune, ovvero se e soltanto se

A, < By, Vx,y € M. (31.6.10)

Osserviamo ora che, in virtu della linearita di f e del fatto che f ha norma
1, si ha

f@) = fy) = flx —y) <oz —yll < [le =20l +lly —2oll,  (31.6.11)
da cui segue che
Ay = fz) = |lz =zl < f(y) + lly — 2oll = By (31.6.12)

Abbiamo dunque dimostrato che esiste una estensione di f al sottospazio M;
che conserva la norma. Sia ora

P={(M's): Mc M CX,
s = estensione lineare reale di f a M'}. (31.6.13)

Sull’insieme P si puo definire un ordinamento parziale J stabilendo che

(M, s)J(M" 1) (31.6.14)
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se
M c M", t(x) = s(x) Vo € M. (31.6.15)

Tale definizione verifica invero le proprieta riflessiva, antisimmetrica e transi-
tiva. Inoltre I'insieme P non e vuoto, poiché contiene (M, f1). Possiamo ora
invocare il principio di massimalita di Hausdorff, in base al quale ogni in-
sieme parzialmente ordinato e non vuoto contiene un sottoinsieme massimale
totalmente ordinato. Pertanto esiste una sottofamiglia €2 di P totalmente
ordinata, e possiamo definire I'insieme

o={M: (M, s)eQ}. (31.6.16)
L’insieme ® e totalmente ordinato per inclusione, e quindi I'insieme

M=o, o €, (31.6.17)

che e I'insieme massimale, ¢ un sottospazio di X. Per costruzione,
reEM=3IM cd: zc M. (31.6.18)

Definiamo ora

F(z) = s(x), (31.6.19)

dove s & l'estensione lineare che compare nella coppia (M’;s) € . La
costruzione degli M’ fa si che la definizione di F' non dipenda dalla partico-
lare s che si sceglie, purché M’ contenga x. La F' ora definita ¢ un funzionale
lineare di norma 1. Se M & un sottospazio proprio di X, con lo stesso pro-
cedimento usato all’inizio si potrebbe costruire un’ulteriore estensione di F',
e questo violerebbe la massimalita di 2. Quindi

—~

M=X (31.6.20)

)

il che completa la dimostrazione nel caso reale.
Q.E.D.
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Capitolo 32

Teorie di campo di tipo I, II e
I11

32.1 Tabella riassuntiva dei capitoli 18, 19 e
20

Il contenuto dei capitoli 18, 19 e 20 puo essere riassunto come qui riportato
in tabella:

Concetti Matematici Concetti Fisici
Fibrato principale (P, M, 7, Q) Spazio dei campi di gauge
7~ (z), fibra su z Orbita
Gruppo G di struttura Gruppo di gauge
Scelta di una sezione o; : U; — 7 1(U;) Scelta della 1-forma di gauge su M

Cambio di sezione Trasformazione di gauge

Pullback sulla base di una 1-forma di connessione Potenziale di gauge

Pullback sulla base di una 2-forma di curvatura Tensore di campo

Trivializzazione Coordinate adattate alla fibra

32.2 Spazio delle storie e notazione concisa

Siamo ora interessati allo spazio ® a infinite dimensioni di tutte le configu-
razioni di campo ¢’ sullo spaziotempo. I campi in esame potrebbero essere
campi scalari reali o complessi, il potenziale elettromagnetico, il potenziale
di Yang-Mills, la metrica. La controparte delle coordinate locali di una va-
rieta differenziabile sono qui i valori assunti da tali campi in un punto dello

369
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spaziotempo. In tale ambito, il funzionale d’azione S & una applicazione
S: ®—R, (32.2.1)

e le equazioni di Eulero-Lagrange, usualmente scritte nella forma

6S
ot

— 0, (32.2.2)

vengono riespresse nella forma pitt concisa
S, =0. (32.2.3)

Gli indici latini di campo contengono informazione sul punto dello spaziotem-
po dove si effettuano le operazioni di interesse. La scrittura 5] va intesa allora
nella forma

8" = 676(x, 2), (32.2.4)

e gli indici ripetuti vanno intesi come l'effetto congiunto di somma su indici
ripetuti e integrazione. In ambito fisico, questa notazione ¢ dovuta a DeWitt
(2003, 2005), ma in ambito matematico c’era gia stato importante lavoro sul
calcolo differenziale assoluto negli spazi funzionali continui (Conforto 1933).

32.3 Invarianza di gauge dell’azione

Con la notazione di DeWitt, le trasformazioni di gauge infinitesime si scrivono
nella forma

§p' = Q" 0&™ = /Qia(a:,x’)éfa(x')dx’, (32.3.1)

ove i @', prendono il nome di generatori delle trasformazioni di gauge in-
finitesime. L’invarianza di gauge dell’azione si scrive richiedendo che

58 = S,0p" = 5,Q 66 =0
= 9,Q', = 0= 5;Q", + 5,Q",,; =0. (32.3.2)

Comincia a esser chiaro che la notazione di DeWitt non aumenta il rigore
della trattazione, ma, essendo concisa, permette di individuare piu facilmente
il legame tra equazioni di campo apparentemente molto diverse, come pure
le proprieta di maggiore interesse fisico.

Le Q' possono essere riguardate come le componenti di un campo vetto-
riale (), sullo spazio delle storie, ovvero

Qu=Q'

32.3.3
a(;g07‘7 ( )
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ove gli indici greci dalla parte iniziale dell’alfabeto hanno natura gruppale.
L’invarianza di gauge dell’azione espressa nella (32.3.2) si riesprime dunque
nella forma

QoS = Lg, S = 0. (32.3.4)

Diciamo dunque che il funzionale d’azione di una teoria di campo e gauge
mvariante se esistono dei campi vettoriali sullo spazio delle storie che lo
lasciano invariato.

Notiamo anche che, sul mass shell o sottospazio dinamico ove valgono le
equazioni di Eulero-Lagrange (32.2.3), la forma finale delle (32.3.2) si riduce
a

SQ", =0, (32.3.5)

ovvero nelle teorie di gauge 'operatore di derivata funzionale seconda del-
l’azione non ¢ invertibile (cf. paragrafo 24.5), poiché ammette autovettori
non nulli appartenenti all’autovalore nullo.

32.4 Trasformazioni di gauge per I’elettrodi-
namica

Puo essere istruttivo vedere all’opera un primo esempio di cosa diventano le
formule di DeWitt in un caso molto noto. Invero, le trasformazioni di gauge
per il potenziale elettromagnetico si possono scrivere nella forma

A=A, +0,e=A4,+ / =8 (x, a)e(a")da'. (32.4.1)

Dunque, per la teoria di Maxwell, i generatori ", della notazione di DeWitt
si riducono a

Qu(w,2") = =4 (2, 2"), (32.4.2)

ove nella (32.4.1) si e fatto uso del modo in cui vanno intese le derivate di
distribuzioni, riottenibile del resto dalla identita

(0(x,2")e) o = 0 46 + O€ . (32.4.3)

32.5 Proprieta dei campi (@),

Per i campi vettoriali @), valgono le seguenti proprieta:
(i) I campi @, sono linearmente indipendenti:

Qul" =0 = £* = 0 Va. (32.5.1)
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(i) Le parentesi di Lie dei campi @, soddisfano la relazione

[Qa, Qs) = C1,5Q- + ST (32.5.2)

Le teorie di tipo I, tra le quali ricadono anche ’elettrodinamica, le teorie di
Yang-Mills e la relativita generale, sono quelle in cui

Clpi=0, Ty =0. (32.5.3)

Si dice allora che le C”aﬁ sono delle costanti di struttura, avendo esse derivate
funzionali nulle rispetto ai campi, e che I'algebra delle parentesi di Lie dei
campi e chiusa poiché non contiene il termine inomogeneo. Si noti che le
costanti di struttura possono dipendere dalle coordinate spaziotemporali.

Le teorie di tipo Il sono quelle per le quali

Clpi 70, T wg = 0, (32.5.4)
ovvero le C” op 10N sono costanti, ma il termine inomogeneo ¢ ancora nullo.
Alfine, nelle teorie di tipo III si ha

Clpi 70, T ws 7 0, (32.5.5)

ovvero per esse le C” o 11OTL SONO costanti di struttura, e il termine inomogeneo
non si annulla.

(iii) Le componenti Q’, dei campi @, dipendono linearmente dalle variabili
di campo ¢, da cui

Q' jr = 0. (32.5.6)

(iv) Le @', sono una somma di termini del tipo §(x,2’) e/o le loro derivate
prime, moltiplicati per funzioni locali delle ¢’ e delle loro derivate prime.

Con riferimento alle sole teorie di tipo I, studiamo ora la forma esplicita
della parentesi di Lie dei campi (),:

[Qav Qﬁ] = Clﬁ@w
;6 (0 i 0 (0
= @iz (@) - iz (@5)
o S )
:(Qza jﬁ,i_QZﬁQjOl,i>_

52
0pidpi

+(Qu@) - %Q )

= 10 (32.5.7)

’Y(RO]
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Poiché questa equazione deve valere identicamente, il coefficiente delle derivate
funzionali seconde deve annullarsi, ovvero

Q% — Q@ =0 = Q, Q% =0. (32.5.8)

Inoltre, dovendo essere eguali i coefficienti delle derivate funzionali prime
nella (32.5.7), si ottiene

Qo @y — Q5 Q= Cly @ (32.5.9)

Agiamo ora con Q’%% su ambo i membri della (32.5.9). I termini che

coinvolgono solo le Qia e le loro derivate prime conducono a
Q o) ]g,k Q v Q 8. Ja,k Q 5
) ) i 5
@k Q% Cap = Q' 02\57 Cp- (32.5.10)

Prendendo permutazioni cicliche e sommando le tre equazioni risultanti, si
trova

Q' |Chy O+ Ch Chy + C C° | = 0. (32.5.11)

Dovendo tale equazione valere identicamente, essa equivale ad annullare la
somma dei termini C' C' in parentesi quadra. Inoltre, sommando i termini
con le derivate seconde, si trova una somma 35 di tre termini:

foﬁw = Qia,jk (Qjﬁ Qky - Qja, Qkﬁ)
+Ql (@1 QL - @, QY)
+Q' (Qfa QY — Qs Q’;). (32.5.12)

Ad esempio, facendo uso, tra l'altro, della (32.5.8), si trova per la prima riga
della (32.5.12) che

(@, 0 - 0, @1

= Qia,jk Qjﬁ ka - Qia,kj ka Qjﬁ

= Qia,jk Qj/i ka B Qia,kj Qkﬁ ij

= Q' QJ‘B Q" — Q' Qjﬁ Qk =0, (32.5.13)

e analogamente per gli altri due termini.
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32.6 Esempi di costanti di struttura

Per le teorie di Yang-Mills, la formulazione alla DeWitt conduce alle costanti
di struttura nella forma (DeWitt 2003, 2005)

Cly = Flgd(a”, ) 8(a”, o), (32.6.1)

ove le flﬁ sono le familiari costanti di struttura della fibra tipica del fibrato
principale di Yang-Mills. Dette qui G, le matrici di base per ’algebra di Lie
di Yang-Mills, si ha

(Ga Gsl =) 1G5 (32.6.2)
v
Per la gravitazione, il calcolo fornisce (Niardi 2021)
O = 000 (2", x)070(x" ") — 870 (2", ") (2", w). (32.6.3)

32.7 'Trasformazioni e gruppo di gauge per
Yang-Mills

Sono di interesse fisico tre concetti di trasformazione di gauge e due concetti
di gruppo di gauge, come segue (DeWitt 2003, 2005).

(1) Trasformazioni di gauge finite.

Consideriamo la 1-forma di componenti

A=) GoAS,. (32.7.1)

Per tali componenti, le trasformazioni di gauge finite sono

PA,=-D,D'+DA,D". (32.7.2)

(ii) Le trasformazioni di gauge piccole sono quelle per le quali, nella (32.7.2),
la matrice D si ottiene come

D(x) = exp (Z Gaﬁa(x)> , (32.7.3)

ove le £* sono funzioni finite sullo spaziotempo che si annullano all’infinito.
Pertanto D(z) tende alla matrice identica [; all’infinito, ovvero la matrice
identica in | dimensioni.
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(iii) Le trasformazioni di gauge grandi hanno una matrice D(z) che tende a
+1; all’infinito.

(iv) Il gruppo di gauge proprio & il gruppo di Lie a dimensione infinita con
costanti di struttura C7,; tali che valga la parentesi di Lie (32.5.2) assieme
alle condizioni (32.5.3), con matrici rappresentative come nella (32.7.3).

(v) Il gruppo di gauge completo si ottiene aggiungendo al gruppo di gauge
proprio tutte le trasformazioni indipendenti dalle variabili di campo, che
lasciano invariato il funzionale d’azione e non originano da simmetrie globali.

In altri termini, possiamo dire che il gruppo di gauge proprio consiste delle
trasformazioni da ® in ® che si ottengono esponenziando le trasformazioni
infinitesime (32.3.1). Il gruppo di gauge proprio agisce su ®, e i suoi elementi
sono detti trasformazioni di gauge. Il gruppo di gauge completo consiste del
gruppo di gauge proprio assieme alle trasformazioni che non dipendono dai
campi e lasciano l'azione S invariata e non traggono origine da simmetrie
globali. Le trasformazioni di gauge piccole appartengono al gruppo di gauge
proprio. Le trasformazioni di gauge grandi sono quei particolari elementi del
gruppo di gauge completo che non appartengono al gruppo di gauge proprio.

Il gruppo di Lie G, con costanti di struttura f?xﬁ tali che, per gli elementi
di base della sua algebra di Lie, valga la (32.6.2), non va confuso col gruppo
di Lie a dimensione infinita che DeWitt chiama gruppo di gauge proprio.

32.8 Struttura dello spazio delle storie

Per teorie di tipo I valgono sia la (32.5.2) che la (32.5.3), e dunque la parentesi
di Lie dei campi che lasciano invariata I'azione assume la forma

[Qm Qﬁ] - O’L/BQW- (3281)

Pertanto il gruppo di gauge decompone ® in sottospazi, detti orbite, ai quali
i campi vettoriali (), sono tangenti. Dall’indipendenza lineare dei @, (vedasi
(32.5.1)) inferiamo che ogni orbita ¢ una copia del gruppo di gauge.

Se il gruppo di gauge ha componenti disconnesse, allora anche ® possiede
componenti disconnesse. Lo spazio di base e la varieta i cui punti sono le or-
bite, ovvero e lo spazio delle orbite. La fisica di interesse si svolge nello spazio
delle orbite. Potrebbero tuttavia esistere degli osservabili fisici, dunque in-
varianti sotto trasformazioni di gauge piccole, che non restano invarianti sotto
trasformazioni di gauge grandi.

A costo di lievi ripetizioni, possiamo anche dire che, detto G il gruppo
di gauge proprio, lo spazio quoziente ®/G ¢ lo spazio di base del fibrato
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A 9

L

Figura 32.1: Illustrazione dell’orbita di gauge contenente A, e indicante 1’ef-
fetto di agire su A, mediante la trasformazione di gauge.

principale
o — d/G.

32.9 Metrica naturale sullo spazio delle storie

Poiché il gruppo di gauge proprio ¢ un gruppo di Lie possiamo dire che esso,
come varieta differenziabile, ammette una metrica invariante I' riemanniana
o pseudoriemanniana. Tale metrica puo essere estesa in una infinita di modi
ad una metrica! v gauge invariante su ®. Se si richiede che 7 sia una §(x, z’)
moltiplicata per un coefficiente che non coinvolge le derivate spaziotemporali
dei campi, essa diventa unica per Yang-Mills, e appartiene ad una famiglia ad
un parametro per la gravitazione, come ora andiamo a vedere. L’invarianza

Wolendo qui preservare la notazione di DeWitt, scriviamo ~ che non va confusa con
I'inverso della metrica g come fatto invece in tutti i capitoli precedenti.
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di gauge di v significa che i campi vettoriali ), sono campi di Killing per ~,
OVVero
Lo, v=0. (32.9.1)

L’elemento di linea al quadrato per una teoria di Yang-Mills si scrive nella
forma

ds® = / d"z / d"v'y" 5 dA%dAT, (32.9.2)
ove, una volta introdotta la metrica di Cartan
hap ==Y fofs (32.9.3)
a.p

le componenti della metrica gauge invariante sono

Vig =V =ghap(g”" )"z, 7). (32.9.4)

La metrica (32.9.4) per Yang-Mills, essendo indipendente dalle componenti
della 1-forma di connessione e globalmente valida, munisce lo spazio ® delle
storie della struttura di geometria riemanniana piatta in tutti i punti.

Per la gravitazione, l’elemento di linea al quadrato sullo spazio i cui
elementi sono metriche per lo spaziotempo assume la forma

ds* = /d"x / A"’y dg,, dger, (32.9.5)
ove stavolta le componenti della metrica v sono

pvo'r! _ @ <(g—1)ua(g—1)ufr + (g—l)lw(g—l)ua + L<g—1)lw(g_1)07>5($, ZL’I)-
(32.9.6)

Detto G*°7 il termine in parentesi tonda nella (32.9.6), 'inversa di ~ si
calcola imponendo, per G, la condizione

o~

En: Gy G = %(5;5; n 5;5;), (32.9.7)

v,p=1

n essendo la dimensione dello spaziotempo. La (32.9.7) viene dunque sod-
disfatta dagli infiniti valori di L tali che

L#-2, (32.9.8)

L’elemento di linea al quadrato (32.9.5) per la teoria di Einstein munisce lo
spazio @ delle storie della struttura di geometria curva, e ci sono singolarita
di curvatura. Inoltre, non tutte le coppie di punti sullo spazio delle storie
possono essere collegate da geodetiche, quale che sia il valore scelto per il
parametro L (DeWitt 2005).
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32.10 Connessione naturale sullo spazio delle
storie

Un vettore V in ¢ € ® ¢ orizzontale in ® se ¢ perpendicolare, sotto ’azione
della metrica gauge invariante -, alla fibra passante per ¢. Dunque V & per-
pendicolare ai campi @, in . Dalla (32.9.1) sappiamo che i campi vettoriali
Q. sono campi di Killing sullo spazio delle storie, e al contempo essi sono
campi verticali perché generano le fibre.

Definiamo ora 'operatore differenziale

Fop = —Q' Q% (32.10.1)

Questo ¢ un operatore differenziale formalmente autoaggiunto del secondo
ordine. L’'indipendenza lineare dei campi (), implica che F,4 € non singolare
in tutti i punti di @, eccettuati i punti ove si hanno singolarita di curvatura.
In tutti i punti in cui F,p ¢ invertibile, si puo considerare la sua funzione di
Green G°¥:

FopGP' = =67, (32.10.2)

Si puo ora introdurre un nuovo ingrediente della costruzione teorica, ovvero
(DeWitt 2005)
W} = 73,Q%5G . (32.10.3)

Questa w? e non locale, ed € un membro della famiglia di forme di connessione
naturali su ®. Essa prende valori nell’algebra di Lie del gruppo di gauge.
Notiamo che
Q' w =Q QLG = —F,,G"* =52 (32.10.4)
La (32.10.4) costituisce, in teoria dei campi, la controparte della relazione di
pairing (5.6.3). Possiamo ora definire un operatore di proiezione orizzontale:
I, = 6% — Q' w5 (32.10.5)
Tale proiettore annichila da destra le componenti della forma di connessione
non locale, e da sinistra le componenti dei campi di Killing per v che generano
le fibre. Infatti
atrt _ , af 51 i B
— arni B« a, B
= W§ —wiQiw; = W — 0%w);
=wg —wj =0, (32.10.6)
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i Mg i i B j
;0% =<5]~ - ﬁwj>Q]oc
- Qia - ZBWZ;QJQ = Qia - QZB(S%
=Q', —Q,=0. (32.10.7)

La (32.10.7), mostrando che i campi @, vengono proiettati su zero, indica la
loro natura verticale (paragrafo 19.4). Un vettore orizzontale si puo ottenere
da un qualsivoglia vettore mediante applicazione dell’operatore di proiezione
orizzontale.

Sarebbe desiderabile esprimere il presente capitolo allo stesso livello di
rigore dei capitoli 18, 19 e 20. Comunque, il materiale del capitolo 29 e del
presente capitolo spinge 1’autore a ritenere che lo studio dei gruppi di Lie a
dimensione infinita e dello spazio delle storie possono condurre a una visione
profonda dei campi fisici fondamentali. Ulteriori osservazioni sono presentate
nel paragrafo 34.1.
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Capitolo 33

Esercizi con calcoli originali

33.1 Proprieta metriche dello spazio proiet-
tivo reale
Lo spazio proiettivo reale RP, incontrato nel capitolo 2 si puo ottenere dalla

n-sfera .S, identificando i punti diametralmente opposti. Ovvero, se nello
spazio euclideo F, 1, con coordinate vy, ..., ¥,, si considera la n-sfera

n

> )’ =1, (33.1.1)

h=0

allora RP, si ottiene identificando i punti di S,, che sono equivalenti sotto
I'azione del gruppo discreto definito dalla involuzione (Vranceanu 1965)

Yi ~ —Yi, 1= 07 17 - N (3312)

ove ~ denota l'identificazione dei punti diametralmente opposti.
Inoltre, RP, ¢ definito come varieta differenziabile da n + 1 intorni

|7 74 A

Se indichiamo con 2!, ..., 2" le coordinate di V e con 2'%, ..., 2" le coordinate
di V1, la trasformazione di coordinate nell'intersezione V N V1 & data dalle
formule (Vranceanu 1960)

=2, (33.1.3)

mentre la trasformazione di coordinate da V a V, con a > 1 consiste di
formule del tipo (33.1.3) dove il ruolo di z! viene svolto invece dalla variabile

381
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x®. Mediante proiezione della n-sfera su un piano tangente, si ottiene per

RP, la metrica naturale (Vranceanu 1960, ma qui scriviamo E* = dz")

S () (S 2B (33.1.4)

L U S s P

ove si & posto 72 =" ()%

La metrica (33.1.4) ¢ a simmetria sferica nell'intorno V', ovvero possiede
come gruppo di stabilita dell’origine il gruppo ortogonale, e resta invariante
negli altri intorni (Vranceanu 1963). La formula (33.1.4) rispetta un teorema
di Weyl, stando al quale i soli invarianti di un sistema di vettori rispetto
al gruppo ortogonale sono dati dalle lunghezze e dai prodotti scalari di tali
vettori. Nel nostro caso i vettori sono z* e E?, dunque i soli invarianti sono

p=1+1% i(Ei)Q, ix’E’
i=1 i=1

Si puo dimostrare un teorema di unicita, ovvero che la sola metrica a sim-
metria sferica nell’intorno V', che rimane la stessa negli altri intorni V¢, e la
metrica naturale (33.1.4) (Vranceanu 1960, 1963).

Un teorema di Mannoury (1898) stabilisce inoltre che RP,, definito medi-
ante n + 1 coordinate proiettive omogenee vy, ..., Yn, Si puo considerare come
un luogo geometrico in uno spazio euclideo E avente (n + 1)(n + 2)/2 di-
mensioni. L’immersione di Mannoury e definita dalle formule (Hodge 1959,
Vranceanu 1963)

Xp = (yn)? Xuk = V2unyr, h=0,...,n; k> h, (33.1.5)

dove le n+ 1 coordinate reali y, soddisfano 'equazione (33.1.1) della n-sfera.

Invero si riconosce subito che a due punti opposti della n-sfera (33.1.1)

di coordinate y, e —y,, ovvero ad un punto dello spazio proiettivo RP,,

corrispondono gli stessi valori di X} e Xp,. Viceversa, ad un punto (X, Xpx)

del luogo geometrico M di equazioni (33.1.5) e (33.1.1), corrispondono due

sistemi di valori y, e —y;, ossia un solo punto di RP,. Infatti, se (X, Xpx) €

un punto del luogo geometrico (33.1.5) e (33.1.1), almeno una delle X} deve

essere diversa da zero e positiva. Ad esempio, sia X,, # 0. Allora, le formule
inverse delle (33.1.5) e (33.1.1) sono

X

Yn =tV X, Yi = :EM’ (33.1.6)

e quindi otteniamo solamente due soluzioni y, e —y;. Si puo osservare inoltre

che, a qualunque sistema di differenziali dX},,dX}, corrisponde un sistema
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di differenziali dyq, ..., dy, dato dalle formule

X dXe Xu(dXa)
TN S ARV, 5 SRR et

Si suol dire allora che 'immersione di Mannoury e regolare. Abbiamo trovato
quindi che ad un punto di RP, corrisponde un solo punto del luogo avente
equazioni (33.1.5) e (33.1.1) e inversamente, inoltre, la corrispondenza ¢ re-
golare. In altri termini, le (33.1.5) e (33.1.1) realizzano una corrispondenza
biunivoca regolare tra i punti dello spazio proiettivo reale RP, e il luogo geo-
metrico M dello spazio euclideo E(X},, Xpx). Possiamo riconoscere che M &
un luogo geometrico algebrico definito dalle equazioni quadratiche

(33.1.7)

2X, X1, = (Xpnp)? (33.1.8)
e dall’equazione lineare
Y Xn=1, (33.1.9)
h=0

ove X, >0, Vh=0,...,n

In geometria proiettiva, I'immersione di Mannoury ¢ di interesse in quanto
conduce alla metrica naturale (33.1.4) di RP, dopo aver posto zj, = yh . Nello
studio dell’'immersione isometrica di geometrie a simmetria sferlca n spazi
proiettivi, & anche di interesse riconoscere che, una volta definite le (33.1.5),
si puo considerare la metrica (sia n = 4 d’ora in poi)

4
A IS S RO

h=0 h=0 k>h
4

= Gghh dyh —f- Z Z ghkdyh dyk, (33110)
=0 h=0 k#h

ove
ghh = 4(yh)2 +2 Z(yk>27 h = 07 "'747 (33111)
k#h
e = 2y, h=0,..,4; k # h. (33.1.12)

La formula (33.1.11) per le componenti diagonali della metrica puo essere
ulteriormente semplificata sfruttando la condizione (33.1.1) di appartenenza
alla n-sfera con n = 4, da cui

gnn = 2(1+ (yn)?), h=0,....4. (33.1.13)
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Detta ora () una metrica riemanniana o pseudoriemanniana a simmetria
sferica:

4
Q=) Q.E'®E", (33.1.14)
p,rv=1
ove
' =t e RU{~00,00}, 2?2 =7 >0, 2° =0 € [0,7], 2* = ¢ € [0,27],
(33.1.15)
Q“V = diag(Qu, QQQ, 933, Q44), (33116)

le equazioni per realizzare (se esiste) I'immersione isometrica locale nello
spazio euclideo a 15 dimensioni di Mannoury sono, Vu = 1,2, 3, 4:

4 2 4
Iy Iyn Oy
Q= 22(1 + (yn)?) (8_9;‘) + 222%%8_9528_;‘

h h=0 k+h

- o ()

=l
o

>

=l
o

1o Lo .
+ 2 h§%(yh) @(?ﬂc) : (33.1.17)

i
o
1

Dovendo essere sempre rispettata la condizione di appartenenza alla 4-sfera,
se una almeno delle y;, ¢ una funzione crescente della coordinata z*, allora
almeno una y;, deve essere una funzione decrescente di z*. Dunque, la somma
doppia al membro di destra della (33.1.17) puo essere negativa per almeno
un valore di p, ovvero possono esserci soluzioni al problema di cercare ge-
ometrie pseudoriemanniane (in cui, come sappiamo, la metrica non ¢ definita
positiva) immergibili isometricamente nello spazio F (X}, Xp) di Mannoury.
Per trovarle, se esistono, bisogna risolvere il sistema non lineare di equazioni
(33.1.17) per almeno una metrica €2 a simmetria sferica nota in natura (cf.
gli esempi studiati da Bini e Esposito (2025)).

33.2 Punti all’infinito

In geometria proiettiva, si intende per assoluto I'insieme di tutti i punti al-
I'infinito dello spazio. Qui ci proponiamo di mostrare con un calcolo origi-
nale come si possa, usando un metodo proiettivo, portare al finito un punto
all’infinito in una varieta differenziabile avente quattro dimensioni. A tal
fine, assumiamo che esistano (usando coordinate adimensionali) coordinate
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locali t,7,0, ¢ tali che (prescindendo da ogni conoscenza di soluzioni esatte
in relativita generale)

t e RU{—o00,00}, r € R" U{oo}, 6 €0,7], ¢ €0, 2n]. (33.2.1)
Introduciamo poi la notazione
=t 22=r 22 =0, 2t =09, (33.2.2)

e sia 1%, y', %, v, y* una quintupla di coordinate proiettive omogenee tali che
yH
==, Vp=1,2,34. (33.2.3)
)

Le y)‘ siano soggette alle trasformazioni lineari (le proiettivita del capitolo 2)
4
y' =) A, Vv =0,1,2,3.4, (33.2.4)
A=0

la A essendo una matrice di GL(5,R). Tali trasformazioni delle coordi-
nate proiettive omogenee inducono le seguenti trasformazioni delle coordinate
proiettive non omogenee nella varieta differenziabile a quattro dimensioni:

4 oA
2 = ZTOA, Vi =1,2,3,4. (33.2.5)
ZUZO AOVyV
Pertanto, dividendo numeratore e denominatore della (33.2.5) per 3°, trovia-
mo alfine
(A‘g + AHt + Alyr + ARO + A*gqb)
7t = ) (33.2.6)
(AOO 4 A0t A0+ A0H + A, )
Da tale formula riconosciamo che, variando 6 e ¢ in intervalli di misura fi-
nita, essi non influenzano i valori dei limiti di z’* quando ¢ — +o00 oppure
quando r — oo. Pertanto valgono le formule generali (intenderemo sempre

che t tende a 00 mentre r viene fissato, e che r tende a oo mentre t viene
fissato)

Al AQ
lim ¢ = =1, lim 7' = =2, (33.2.7)
t—*+oo AO r—00 A02

Ne segue che, senza sprecare le potenzialita della tecnica proiettiva, possiamo

assumere per la matrice A la forma particolare (Bini e Esposito 2025)
1 A% A% 00
01 0 00
A=10 0 1 00 (33.2.8)
0 0 0 10
0 0 0 01
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Da questa otteniamo

v r 9’ ¢/ 1
= = = (14 4% A0> 33.2.9
F= =g =g =1 A A) (33.2.9)
assieme ai limiti .
: r_ =y : r_
tginoot - t' o, Tli)rgot 0, (33.2.10)
1
. r_ : r_
TIEEOT = T oo, tgrinoor 0, (33.2.11)
lim ¢ =0= lim &, (33.2.12)
t—+oo r—00
. N T /
tl}inooqﬁ =0= Tlgrologzﬁ : (33.2.13)

Possiamo dunque definire i primi due concetti di infinito:

(1) L’infinito di tipo tempo proiettivo, ovvero il punto di coordinate

1
<t/ - A_O = t/ooa T/ = 07 0/ = 07 ¢/ = 0) . (33214>
1

A seconda del segno di A%, possiamo distinguere tra infinito futuro e infinito
passato di tipo tempo.

(2) L’infinito di tipo spazio proiettivo, che consiste del punto di coordinate
1
(t/ = O,T/ = A_O = T/OO7 0/ - O, Qb/ = 0) . (33215)
2

Vanno invece esclusi dalla varieta gli zeri del denominatore, ovvero i punti
(r,t) per i quali
1+ A% + A%r = 0. (33.2.16)

Tale equazione viene risolta da

r
t=—t'y (1 + - ) : (33.2.17)
T o
Risulta inoltre di interesse studiare il caso in cui la proiettivita preserva
la 2-sfera sulla quale 6 e ¢ sono coordinate angolari, ovvero

0

A
0 =0 ¢ == A%t+ A =0=1t= —A—Ojr: —t’ooTloo.

(33.2.18)

Inoltre allora si ha t' = t, v’ = r, e dunque le coordinate dei punti all’infinito
sono del terzo tipo:
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(3) Prodotto di una semiretta che parte dall’origine nel primo o quarto
quadrante, per una 2-sfera:

(t’ —t= —t’OOT,L,r’ — 0 =0, ¢ = ¢) . (33.2.19)

In altri termini, possiamo dire che I'infinito ha punti che giacciono nei prodot-
ti pp x 8% e py x S?, ove, nel piano con ascisse r’ e ordinate #', il valore
negativo di t', genera la semiretta p; che parte dall’origine e giace nel pri-
mo quadrante, mentre il valore positivo di t',, genera la semiretta py che
parte dall’origine e giace nel quarto quadrante. Questa costruzione originale
sembra essere la controparte proiettiva dell’infinito futuro (o passato) di tipo
luce in relativita generale (Stewart 1990). Per lo sviluppo di tale programma
di ricerca, rimandiamo al lavoro di Bini e Esposito (2025).

Da ultimo, ma non per ultimo, osserviamo che le (33.2.3) sono parte
delle equazioni che definiscono un diffeomorfismo locale tra una varieta a
simmetria sferica e il rivestimento universale di RP,. Invero, dal paragrafo
33.1 sappiamo che RP; si puo ottenere identificando i punti diametralmente
opposti di S%. Dunque le sue coordinate proiettive omogenee 1°, ..., y* devono
obbedire all’equazione (33.1.1) con n = 4, e siamo indotti a considerare le
equazioni (33.2.3) riscritte nella forma (in questo ambito, la posizione in alto
o in basso degli indici greci risulta ininfluente)

Yy =20, Yu=1,2,3,4, (33.2.20)
assieme alla (33.1.1) riscritta dunque nella forma
0 _ 1 '

1+ S ()2
La (33.2.20) ¢ semplice ma anche concettualmente interessante, in quanto le
coordinate della geometria proiettiva hanno in generale un significato diverso
dalle coordinate locali o globali della geometria differenziale (D’ Andrea 2020).
Le (33.2.20) e (33.2.21) forniscono un diffeomorfismo locale tra una varieta

pseudoriemanniana a quattro dimensioni a simmetria sferica e il rivestimento
universale di RPy, in quanto la matrice jacobiana di tali equazioni ha la forma

y (33.2.21)

oyt
or,

S 40 — b (0, Yy v = 1, .., 4, (33.2.22)

oy’

v (,,0N3
9, = " (y°)°. (33.2.23)
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Pertanto, in z# = 0 la matrice jacobiana si riduce a

W' _ diag(1.1,1,1) (33.2.24)
8:1:,, 0 - g y Ty ) R
oy°
~0 33.2.25
axu 0 9 ( )

e troviamo che tale matrice ha, in 0, rango 4, in quanto la sottomatrice
(33.2.24) ha determinante non nullo. Essendo le nostre varieta di classe C*
con k > 1, il criterio di diffeomorfismo locale nel paragrafo 1.8 di Nacinovich
(2015) risulta soddisfatto.

33.3 Reazione radiativa classica

L’elettrodinamica classica, oltre a non bastare per descrivere adeguatamente
le interazioni tra radiazione e materia, sembra condurre a equazioni del mo-
to inconsistenti per cariche accelerate che irraggiano. Questo € un sistema
dinamico sul quale I'autore e lo studente Paolo Di Meo hanno sviluppato il
calcolo originale che ora presentiamo.

In elettrodinamica classica, la potenza istantanea totale P(t) irraggiata
da una carica ¢ che possiede una accelerazione @ vale, se la sua velocita e
piccola rispetto a quella della luce,

q2
~a-d. (33.3.1)

P(t) =31

Wl N

Seguendo Jackson (2001) facciamo ora l'ipotesi, per rispettare il principio
di conservazione dell’energia, che il lavoro eseguito dalla forza di reazione
radiativa nell'intervallo temporale fra t; e t5 sia eguale all’opposto dell’energia
irraggiata in tale intervallo. Osserviamo ora che, dalla regola di Leibniz per
derivazioni, si ha

d da

—(@-®)=—-T+a-a (33.3.2)

Pertanto, nella formula per la potenza P(t), possiamo riesprimere

ST

d
Gd= (a7 -

dt

d

— 7. 33.3.3
i (33.3.3)
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Da questa relazione, perveniamo alla ben nota formula per il lavoro svolto
dalla forza di reazione di radiazione:

to . 9 2 to
/ Fog-vdt=—2L | 7.3
t1

RN
292 St " da S
- ia|@ k- [ o
2¢* [ da
= 2L [ =g, (33.3.4)
3c3 ), dt

facendo l'ipotesi che il prodotto scalare dei vettori accelerazione e velocita si
annulli agli estremi dell’intervallo temporale.
Come ben noto, deve dunque annullarsi I'integrale definito

/L 2¢%da
¢*day
Frg— == ) -7 dt = 0. 33.3.5
/tl ( ‘ 3c3dt) ’ (35:5:)

Per soddisfare tale condizione, una volta definito il tempo

2 q2
3med’

T (33.3.6)
e sufficiente richiedere ’annullarsi dell’integrando, dal quale si ottiene una
forza di reazione radiativa proporzionale alla derivata temporale prima del-

I’accelerazione, ovvero
- da
Frad = mT—. (3337)
dt
D’ora innanzi, possiamo lavorare in coordinate cartesiane ortogonali, e
studiare per semplicita una qualsivoglia componente dell’equazione vettoriale

ma = Fuygg + Fraq, (33.3.8)

da cui (omettendo i pedici per le componenti)

. F Td ., F
a—T4=——>a— ——a° = —
m 2a dt m
s Td F Td\ F
———a°=a— 1—=— =a—. 3.
= a" -5 am:>( 2dt>a a— (33.3.9)

In altri termini, si perviene ad una equazione differenziale non lineare nella
quale il membro di sinistra esibisce un operatore differenziale del primo ordine
agente sul quadrato di una componente dell’accelerazione, mentre il membro
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di destra dipende dal prodotto aF'. Tale equazione suggerisce di cercare
soluzioni esatte nella forma
a’® = xu, (33.3.10)

ove u risolve I’equazione differenziale del primo ordine

T d

<1 _ 5%) U= 0 = u(t) = ugexp G(t _ to)) | (33.3.11)

D’altronde, inserendo il prodotto (33.3.10) nella (33.3.9), possiamo ottenere
una equazione differenziale per la radice quadrata della funzione incognita y.
Infatti

T T = (u_ zd_U) 7,0
2dt 2dt 2 dt 2 dt

T dy F

T Tty T VXY,

Y

T m

— 20 X = — = ——exp (—(t - t0)> F(t)

VX —VXo = B exp (—(T — t0)> F(T)dT. (33.3.12)

T m

Alfine, riusciamo ad esprimere il quadrato di ogni componente dell’accelera-
zione nella forma

a’ = yu

(L e (T ) g (2020

= A(t). (33.3.13)

Notiamo dunque che, diversamente dalla soluzione approssimata di Jackson
(2001), si possono evitare preaccelerazioni per forza esterna nulla purché si
ponga xo = 0. La legge oraria del moto per ogni componente cartesiana s(t)
del vettore posizione della carica assume la forma

s(t) = s(to) + vo(t — to) +/ (/t \/MdT) d7. (33.3.14)

t
to



Capitolo 34

Epilogo

34.1 Analisi critica

Ora che il lettore ha appreso i vari concetti di campo in matematica e in
fisica, e i primi elementi della moderna teoria classica dei campi, sorge spon-
tanea la domanda su quali possano essere gli sviluppi delle tematiche sinora
svolte. Tali sviluppi sono invero molteplici, e ogni autore puo offrire una
selezione stimolante ma lungi dall’essere esaustiva. Qui a seguire offro, a mia
discrezione, alcuni spunti (denotati con S) per riflessione critica e ricerca.

(S1) La maggioranza dei fisici preferisce la formulazione hamiltoniana delle
teorie di campo, perché quando si passa a considerare la quantizzazione
I'unitarieta viene garantita dall’inizio. Inoltre, i metodi hamiltoniani for-
niscono prescrizioni sistematiche e molto utili nei calcoli. Tuttavia, solo la
formulazione lagrangiana concorda appieno con le teorie relativistiche. Ad
esempio, il prodotto dei diffeomorfismi sulla retta reale per i diffeomorfismi
sulle superfici di tipo spazio che fogliettano uno spaziotempo globalmente
iperbolico & un sottoinsieme proprio del gruppo completo dei diffeomorfismi
spaziotemporali. Inoltre, le parentesi di Poisson a tempi uguali dei metodi
hamiltoniani vanno in verso opposto all’unificazione di spazio e tempo opera-
ta da Einstein. L’approccio globale, non hamiltoniano, alla teoria dei campi
quantistici, quale operato da DeWitt (2003), richiede d’altronde un notevole
sforzo per reimparare i concetti di base, che solo i fisici ancora in formazione
possono affrontare.

(S2) Le teorie di gauge delle interazioni fondamentali hanno condotto, alla
fine del ventesimo secolo (Donaldson 1983, Gompf 1985), alla scoperta di
infinite strutture differenziabili su R*. Dal punto di vista fisico, resta da
capire quali di queste vadano usate per studiare le moderne teorie di campo

391
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(cf. Duston 2010).

(S3) La teoria dei gruppi di Lie a dimensione infinita, sui quali abbiamo
aperto una finestra nel capitolo 29, deve essere ancora in larga parte costruita.
In fisica della gravitazione, ad esempio, si puo ancora imparare molto anche
solo dal gruppo dei diffeomorfismi di uno spaziotempo asintoticamente piatto
(Alessio e Esposito 2018, Esposito e Alessio 2018, Alessio e Arzano 2019,
Bellino e Esposito 2021, Mirzaiyan e Esposito 2023).

(S4) In fisica abbiamo bisogno di predizioni calcolabili, ma queste discen-
dono da schemi avanzati ma non esatti. Ad esempio, sappiamo studiare
bene gli spettri atomici con la meccanica quantistica ordinaria che si basa
sull’equazione di Schrodinger che possiede invarianza solo sotto il gruppo
di Galilei, ma la teoria relativistica richiederebbe la conoscenza della teo-
ria spettrale per operatori pseudodifferenziali. Le equazioni di Maxwell nei
mezzi materiali sono molto pit complicate delle equazioni iperboliche del-
la teoria elettromagnetica nel vuoto. I moti planetari in relativita generale
sono calcolabili se si fa una approssimazione rozza sul tensore energia-impulso
dei pianeti, altrimenti bisogna rassegnarsi a studiare equazioni esatte ma in-
trattabili: un sistema accoppiato di equazioni espresse da operatori pseudo-
differenziali in spazi curvi. Si puo allora ricorrere agli sviluppi in multipoli,
ma questi non sono nuovi campi fisici fondamentali. Essi rappresentano solo
un ausilio tecnico. In particolare, potrebbe darsi che la relativita generale sia
una approssimazione calcolabile di una teoria esatta ma incalcolabile. Qui
abbiamo in mente il fatto che, a dimensione infinita, non ¢ definita ’ope-
razione di contrazione su tensori (Geroch 2013). Dunque esistono ancora
il tensore di Riemann e la metrica, ma non esistono né il tensore di Ricci
né la traccia di questo né le contrazioni di Riemann con se stesso. Dunque
in tale ambito esteso, non calcolabile, non esistono le sorgenti di divergenze
ultraviolette della teoria con spaziotempo a dimensione finita, ma non sap-
piamo ancora come passare in modo matematicamente consistente dal caso
a dimensione infinita alla teoria di Einstein nella forma a noi nota oggi.

34.2 Limiti della teoria classica

Quando in Fisica si impone una condizione supplementare per ottenere un
operatore invertibile sui campi, ad esempio la condizione di Lorenz in elet-
trodinamica:

3
OL(A) =D VFA, =T, (34.2.1)
n=0
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oppure la condizione di de Donder per la gravitazione:

ZV”( - guutr(h)) = T, (34.2.2)

ove hy, sono le componenti delle perturbazioni della metrica g, si ha a che
fare con funzionali i quali, ai campi fisici, fanno corrispondere una o piu
equazioni denotabili, col linguaggio conciso del capitolo 32, nella forma P®,
gli a essendo indici di algebra di Lie. A livello classico si puo osservare
ad esempio che 'azione di Maxwell in Minkowski fornisce l'operatore non
invertibile (24.5.6), mentre un termine aggiuntivo nell’azione quale la meta
del quadrato della gauge di Lorenz fornirebbe un contributo —9,0, a tale
operatore, in virtu dell’identita

Z [aﬂ LA Auaﬂa"Ay] (34.2.3)
w,v=0
L’operatore risultante su A" sarebbe allora U,, = —m,,0, che invece ¢

invertibile. Pill in generale, & invertibile 'operatore (qui p € R — {0})

Uw = —nu,Ud+ (1 — ;) 0,0y, (34.2.4)
in quanto il suo simbolo ¢ la matrice
O = N k* — (1 — %) Kk, (34.2.5)
avente inversa
kv kA

v 1 v
S = S+ ()

L’espressione del termine aggiuntivo arbitrario nell’azione (il nostro P* viene
suggerito dal gauge-fixing classico) & pertanto del tipo 1 P%waz P?. Inoltre,
dalla identita

(34.2.6)

JP* = Py’ = PQyos” = Fo¢P (34.2.7)
scopriamo che deve esistere un operatore definito come segue:
F3le] = P5lelQsle]. (34.2.8)

Tale operatore deve agire su campi Yo e ©°, in generale indipendenti tra,
loro. Pertanto siamo indotti ad assumere che si possa costruire il funzionale
d’azione

Sle, x,¥] = S[e] + %P‘”[s@]waaPﬁ' ] + XaF%[el0”" (34.2.9)
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Il termine quadratico nei funzionali P® rompe l'invarianza di gauge del-
I'azione classica, mentre la somma dei tre termini nella (34.2.9) possiede
una nuova simmetria sotto le trasformazioni infinitesime di Becchi-Rouet-
Stora-Tyutin (d’ora innanzi BRST). Con la notazione di DeWitt del capitolo
32, le trasformazioni BRST si scrivono nella forma (d’ora innanzi omettiamo
’apice sul secondo indice greco)

' = Q' el oN, (34.2.10)
0Xa = Was PP[p]ON, (34.2.11)

1
S = —50%@@%7&, (34.2.12)

ove 0\ & una costante che commuta con ¢’ ed anticommuta con y, e 9.
Q' [p] sono i generatori delle trasformazioni di gauge infinitesime (qui scri-
viamo d¢ per evitare confusione con il 4 usato per BRST nelle Eqgs. (34.2.10)-
(34.2.12), e denotiamo mediante d&* un insieme di parametri gruppali li-
nearmente indipendenti):

Sap’ = Q" [¢]ogE™. (34.2.13)
Tali Q°, sono ristretti dallidentita gruppale (32.5.9)
Q' [Pl Q% 0] — Q5 [l Q%l¢] = Q% [P] O (34.2.14)

nella quale C%. sono le costanti di struttura dell’algebra di Lie del gruppo
di gauge (cf. (32.6.1) e (32.6.3)). Per teorie locali, le Q" sono combinazioni
lineari della ¢ di Dirac e delle sue derivate. L’operatore di ghost viene sco-
perto grazie alla (34.2.7), che ci indica come i funzionali P* usati per fissare
le condizioni supplementari variano sotto trasformazioni di gauge. Le radici
classiche di questa affermazione si possono comprendere osservando ad esem-
pio che, dopo una trasformazione di gauge della 1-forma di potenziale A, il
funzionale ®, della gauge di Lorenz varia della quantita (detta ¢ una funzione
di classe C? nella trasformazione di gauge delle componenti di A)

®p(A) — BL(A+ Ve) = —L. (34.2.15)

Similmente, il funzionale (34.2.2) per la gauge di de Donder varia sotto
diffeomorfismi infinitesimi secondo la relazione

3

1

©,(h) = @u(h+ Lxg) = == > _ (gD +Ryw) XV (34.2.16)
v=0

l\D
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Gli operatori differenziali del secondo ordine in tali formule sono due diverse
applicazioni dello stesso concetto espresso dalla (34.2.8).

Dimostrazione della invarianza BRST. Per prima cosa osserviamo che,
in virtu delle (34.2.10)-(34.2.12), la variazione BRST infinitesima di S|y, X, ¢/]
assume la forma

55lp 0] = SilelQLelv oA + 5 PAIAIQ, ehwos P02
2 Pelwpa PAlElQ) [el0) + wos PPLAAPLAQY [l

+ Xa P10l Q7 0]t 0AQ s [0]1”

+ Xa P[] Q' ;[0) Q7 [l S AP
1

— XaPPQIC] 0 0N (342.17)

Dall’invarianza di gauge dell’azione classica si ha che

SilelQ ¢l =

poiché

05 = S,ilpldap’ = SilelQ'[pl0at™ = 0.
Inoltre, la somma del secondo, terzo e quarto termine al membro di destra
della (34.2.17) si annulla anch’essa, poiché (dA)yY® = —p*(5)N), e sfruttando

la natura simmetrica di w,s. Il quinto termine al membro di destra della
(34.2.17) si riduce a

Xa P [01Q°, 0] Q) [l 916

e pertanto si annulla anch’esso. Da ultimo, usando lidentita (34.2.14) per
esprimere Qiﬁ [go]C’ -0 la somma del sesto e settimo termine al membro di
destra della (34.2.17) ¢ data da

X PYAIQ s [0, [l oA — Sxa PR L@ el on

Foxa PR [ 61 570

che viene scoperta annullarsi dopo aver rinominato gli indici e sfruttando
'identita %y = —y 798, Q.E.D.

Dunque i calcoli di questo paragrafo mostrano che le trasformazioni BRST
coinvolgono anche campi anticommutanti, e pertanto la simmetria BRST non
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¢ classica (cf. Henneaux 1988). Concettualmente, ne emerge un quadro che
porta ad una conclusione importante, ovvero:

(1) La relativita ci induce a fondare la teoria classica dei campi sul principio
d’azione.

(2) 1l principio di gauge ci fa costruire un funzionale d’azione S gauge inva-
riante.

(3) Ne segue che l'operatore S ;; sui campi non ¢ invertibile.

(4) Tale difetto si puo correggere imponendo una condizione supplementare o
di gauge firing. Si incorpora nell’azione un contributo aggiuntivo (suggerito
dal gauge-fixing classico) mediante il termine %P%}aﬁ/Pﬁ/, per rispettare il
ruolo guida del principio d’azione.

(5) L’azione completa diventa allora quella scritta nella (34.2.9), che non
e piu gauge invariante. Essa possiede una nuova simmetria, la BRST, ma
questa e quantistica, poiché conduce a campi anticommutanti.

(6) Per curare i limiti delle teorie di gauge, occorre dunque la teoria quan-
tistica dei campi, e a ben guardare ¢ la relativita che ci gquida verso la teoria
quantistica dei campi, con la sua enfasi sul principio d’azione. In questo
punto cruciale cediamo dunque il testimone ai corsi di teoria quantistica dei
campi.

Sul versante dei concetti e applicazioni della geometria, i suoi rami al-
gebrico, differenziale e metrico continueranno a permeare la ricerca in fisica
teorica e fisica matematica. Invece di tentare una poco formativa rassegna
di decine di pagine, menzioniamo qui solo due temi coerenti con gli esempi
sinora svolti. Ovvero, lo studio della struttura asintotica dello spaziotempo
potrebbe ricevere nuovo impulso dalla teoria delle superfici algebriche, come
suggerito dal fatto che la controparte proiettiva dell’infinito di tipo luce e
una superficie algebrica (Bini e Esposito 2025, Esposito 2026). Inoltre, resta
da capire se i risultati classici sulla geometria proiettiva differenziale delle
superfici (Fubini e Cech 1926, Ferapontov 2000) potrebbero essere applicati
o alla fisica teorica dei buchi neri oppure alla cosiddetta gravitazione quan-
tistica euclidea (Esposito et al 1997). In quest’ultimo ambito, si ha a che
fare con metriche riemanniane in senso stretto, e dunque i risultati matem-
atici del ventesimo secolo potrebbero essere impiegati. La tematica e finora
inesplorata.
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